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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèâëåêàåò
èíòåðåñ ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò. Îäíèì èç
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñâåäåíèå åãî ê ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Á. Ðèìàíà1 è Ä. Ãèëüáåðòà.2 Áîëüøîé
âêëàä â ñîçäàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ è ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âíåñëè Þ. Â. Ñîõîöêèé, Â. Âîëüòåððà,
È. Ïëåìåëü, Ô. Í¼òåð, Ò. Êàðëåìàí, È. Í. Âåêóà, Í. È. Ìóñõåëèøâèëè,
Ô. Ä. Ãàõîâ, Á. Â. Õâåäåëèäçå, Ç. Ïðåñäîðô, Ñ. Ã. Ìèõëèí, Ë. Ã. Ìèõàéëîâ,
Ë. È. ×èáðèêîâà, Ë. À. Àêñåíòüåâ, Ý. È. Çâåðîâè÷, Ã. Ñ. Ëèòâèí÷óê,
Í. Â. Ãîâîðîâ, À. Ï. Ñîëäàòîâ è äðóãèå.

Ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè àêòèâíî ïðîäîëæàåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â
ðàáîòàõ Ý. È. Çâåðîâè÷à, Ë. Ã. Ìèõàéëîâà, Í. Óñìîíîâà, Â. È. Âëàñîâà,
Ñ. È. Áåçðîäíûõ, Ý. Âåãåðòà, Þ. Â. Îáíîñîâà, Â. Â. Ñèëüâåñòðîâà,
Ñ. Í. Àñõàáîâà, À. Ï. Ñîëäàòîâà è äðóãèõ. Ñòèìóëèðóþùèì ôàêòîðîì äëÿ
ýòîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ ê àêòóàëüíûì ïðèêëàäíûì
ïðîáëåìàì êàê â òðàäèöèîííûõ (ãèäðî- è àýðîäèíàìèêà,3 òåîðèÿ
óïðóãîñòè4), òàê è â ñîâðåìåííûõ (òåîðèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ,5
òåîðèÿ ãåòåðîãåííûõ ñðåä,6 ôèçèêà ïëàçìû7) îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî êðàåâîé çàäà÷åé Ðèìàíà â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå8

íàçûâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè Φ(z),
àíàëèòè÷åñêîé âíóòðè è âíå ïðîñòîãî ãëàäêîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà Γ,

1Ðèìàí,Á. Ñî÷èíåíèÿ/ Á.Ðèìàí. � Ì.-Ë.: ÎÃÈÇ, Ãîñ. èçä-âî òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû,
1948. � 543 c.

2Hilbert, D. �Uber eine Anwendung der Integralgleichungen auf ein Problem der Functionentheorie/
D.Hilbert// Verhandl. des III Internat. Math. Kongr. Heidelberg, 1904.

3Åëèçàðîâ,À.Ì. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôîðìû â àýðîãèäðîäèíàìèêå/ À.Ì.Åëèçàðîâ,
À. Ð.Êàñèìîâ, Ä.Â.Ìàêëàêîâ. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. � 480 c.

4Æóðàâêîâ,Ì.À. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè è íåêîòîðûå èõ ïðèìåíåíèÿ â
ãåîìåõàíèêå, ìåõàíèêå ãðóíòîâ è îñíîâàíèé. Êóðñ ëåêöèé/ Ì.À.Æóðàâêîâ. � Ìèíñê: ÁÃÓ, 2008. �
247 ñ.

5Milton,G.W. The theory of composites/ G.W.Milton. � Cambridge: Cambridge University Press. �
2002. � 719 p.

6Îáíîñîâ,Þ.Â. Êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè ãåòåðîãåííûõ ñðåä/ Þ.Â.Îáíîñîâ. � Êàçàíü: Èçä-âî
Êàçàíñêîãî ãîñ. óí-òà, 2009. � 205 ñ.

7Áåçðîäíûõ,Ñ.È. Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè òîêîâîãî ñëîÿ Ñûðîâàòñêîãî/
Ñ.È.Áåçðîäíûõ, Â.È.Âëàñîâ, Á.Â.Ñîìîâ// Ïèñüìà â Àñòðîíîìè÷åñêèé æóðíàë. � 2011. �
Ò. 37, � 2. � Ñ. 133-150.

8Ãàõîâ,Ô.Ä. Êðàåâûå çàäà÷è/ Ô.Ä. Ãàõîâ. � 3-å èçä. � Ì.: Íàóêà, 1977. � 640 ñ.
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ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîìó óñëîâèþ

Φ+(t) =

m∏
j=1

(t− aj)
αj

n∏
k=1

(t− bk)βk

G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ Γ, (1)

ãäå aj, bk � íåêîòîðûå òî÷êè êîíòóðà Γ, aj 6= bk, αj, βk ∈ Z+,
j = 1, 2, . . . , m, k = 1, 2, . . . , n, G(t) � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà è íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà êîíòóðå Γ.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1) â ñëó÷àå çàìêíóòîãî êîíòóðà Γ âïåðâûå áûëî
äàíî Ô.Ä. Ãàõîâûì â 1941 ãîäó â åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè. Ðåøåíèÿ
îòûñêèâàëèñü â êëàññå êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷êàõ ìîãëè èìåòü ëèøü
èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè. ×òîáû îáåñïå÷èòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1) â
ýòîì êëàññå ôóíêöèé, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êîýôôèöèåíò G(t) è ñâîáîäíûé
÷ëåí g(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà è äèôôåðåíöèðóåìû â
îêðåñòíîñòè òî÷åê aj, bk äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. Ë.À.×èêèí9 ïðîäîëæèë
è óãëóáèë ýòè èññëåäîâàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ÿäðîì Êîøè
â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a(t)ϕ(t) +
b(t)

πi

∫

Γ

ϕ(τ)dτ

τ − t
+

∫

Γ
K(t, τ)ϕ(τ)dτ = f(t), (2)

äëÿ êîòîðîãî
a(t) + b(t) =

∏m
j=1(t− aj)

αjr(t),

a(t)− b(t) =
∏n

k=1(t− bk)
βks(t),

(3)

ãäå r(t) è s(t) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êîíòóðå Γ; aj, bk � òî÷êè
êîíòóðà Γ, aj 6= bk; αj, βk ∈ Z+.

Åñëè K(t, τ) = 0 è âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (3), òî ïîëó÷èì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñèíãóëÿðíîå óðàâíåíèå â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå

a(t)ϕ(t) +
b(t)

πi

∫

Γ

ϕ(τ)dτ

τ − t
= f(t). (4)

Óðàâíåíèå (2) â ïðåäïîëîæåíèÿõ (3) áûëî ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî
Ô. Ä. Ãàõîâûì è Ë. À. ×èêèíûì ìåòîäîì ñâåäåíèÿ ê êðàåâîé çàäà÷å
Ðèìàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáå ôóíêöèè a(t)± b(t) ìîãóò îáðàùàòüñÿ

9×èêèí,Ë.À. Îñîáûå ñëó÷àè êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà è ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé/
Ë.À.×èêèí// Ó÷¼íûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî ãîñ. óí-òà èì. Â.È. Óëüÿíîâà-Ëåíèíà. � 1953. � Ò. 113,
êí. 10. � Ñ. 57-105.
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â íóëü öåëûõ ïîðÿäêîâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ä. È. Øåðìàí10 íåçàâèñèìî îò ðàáîò Ô. Ä. Ãàõîâà äðóãèì ìåòîäîì
äàë èññëåäîâàíèå èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Êîøè â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîëüêî îäíà èç ôóíêöèé a(t)± b(t) èìååò íóëè öåëûõ
ïîðÿäêîâ íà êîíòóðå Γ.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Êîøè ïðîäîëæèëè â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ Á. Â. Õâåäåëèäçå, Ô. Ä. Ãàõîâ, Å. À. Êîñóëèí, Ç. Ïðåñäîðô,
À. È. Òóçèê, À. À. Êèëáàñ, Â. Á. Äûáèí, Â. Ñ. Ðîãîæèí, Ò. Í. Ðàä÷åíêî,
Ë. Â. Êàðòàøåâà, Ñ. Í. Ðàñëàìáåêîâ è äðóãèå àâòîðû. Â ÷àñòíîñòè,
À. À. Êèëáàñ11 è À. È. Òóçèê12 èññëåäîâàëè óðàâíåíèå (2) â
ïðåäïîëîæåíèÿõ

a(t) + b(t) =
∏ν

i=1(t− ci)
γi

∏m
j=1(t− aj)

αjr(t),

a(t)− b(t) =
∏ν

i=1(t− ci)
γi

∏n
k=1(t− bk)

βks(t),

ãäå r(t) è s(t) íèãäå íà Γ íå îáðàùàþòñÿ â íóëü; aj, bk, ci - òî÷êè
êîíòóðà Γ, aj 6= bk, aj 6= ci, bk 6= ci; αj, βk, γi ∈ Z+. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî â
êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ôóíêöèè
a(t)± b(t) äîïóñêàþò íà êîíòóðå Γ êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé ïðîèçâîëüíûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ñ
ïðîèçâîëüíûìè ïîðÿäêàìè íóëåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
1. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è ÿâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ

ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ñ
ïðîèçâîëüíûìè ïîðÿäêàìè íóëåé â êëàññàõ Ã¼ëüäåðà íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé.

2. Óñòàíîâëåíà àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà òèïà Êîøè ñ âåñîì â êëàññàõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé â îñîáûõ òî÷êàõ êðèâîé.

3. Â ñåìåéñòâå âåñîâûõ êëàññîâ Ã¼ëüäåðà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè è ÿâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ

10Øåðìàí,Ä.È. Îá îäíîì ñëó÷àå ðåãóëÿðèçàöèè ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé/ Ä.È.Øåðìàí//
Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � 1951. � Ò. 15, âûï. 1. � Ñ. 75-82.

11Êèëáàñ,À.À. Ðåøåíèå â çàìêíóòîé ôîðìå ïîëíîãî îñîáîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
àíàëèòè÷åñêèì ÿäðîì â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå/ À.À.Êèëáàñ// Èçâåñòèÿ ÀÍ ÁÑÑÐ. � 1974. �
� 1. � Ñ. 129-130.

12Òóçèê,À.È. Ê ðåøåíèþ îñîáûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðîì Êîøè â èñêëþ÷èòåëüíîì
ñëó÷àå/ À.È.Òóçèê// Èçâåñòèÿ ÀÍ ÁÑÑÐ. � 1970. � � 2. � Ñ. 125-127.
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è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå
íà ãëàäêîì çàìêíóòîì êîíòóðå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëè
èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
äîêëàäûâàëèñü íà

� 4-îé Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè AMADE � 2006,
ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ô.Ä. Ãàõîâà (Ìèíñê,
13 � 19 ñåíòÿáðÿ 2006 ã.).

� Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà È.Í.Âåêóà (Íîâîñèáèðñê, 28 ìàÿ � 2 èþíÿ 2007 ã.).

� 6-îé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì
ó÷àñòèåì ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿ (Ñàìàðà,
1 � 4 èþíÿ 2009 ã.).

� 5-îé Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè AMADE � 2009
(Ìèíñê, 14 � 19 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.).

� 6-îé Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè AMADE � 2011,
ïîñâÿù¼ííîé ïàìÿòè ïðîô. À.À.Êèëáàñà (Ìèíñê, 12 � 17 ñåíòÿáðÿ
2011 ã.).

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç è åãî
ïðèëîæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è òåîðèè ÷èñåë¿ (Áåëãîðîä,
17 � 21 îêòÿáðÿ 2011 ã.).

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ, ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà
è èíôîðìàòèêè¿ (Íàëü÷èê, 5 � 8 äåêàáðÿ 2011 ã.).

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
àêàäåìèêà Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà (Íîâîñèáèðñê, 5 � 12 àâãóñòà 2012 ã.).

� 23-åé Êðûìñêîé îñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå-ñèìïîçèóìå
(Óêðàèíà, Êðûì, Ëàñïè-Áàòèëèìàí, 17 � 29 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.).

� 4-îé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è èõ ïðèëîæåíèÿì èìåíè
ß.Á.Ëîïàòèíñêîãî (Óêðàèíà, Äîíåöê, 15 � 17 íîÿáðÿ 2012 ã.).

� II Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå
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ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ, ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà
è èíôîðìàòèêè¿ (Òåðñêîë, 28 íîÿáðÿ � 1 äåêàáðÿ 2012 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòàõ [1]-[15], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ïóáëèêàöèè [5], [11], [13] âûïîëíåíû â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ âåäóùèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ
îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ñîâìåñòíûõ ñ À.Ï.Ñîëäàòîâûì ñòàòüÿõ
[5], [8], [9] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷ è âûáîð
ìåòîäèê èññëåäîâàíèÿ, à ñîèñêàòåëþ � ðåàëèçàöèÿ óêàçàííûõ ìåòîäèê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïóíêòû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 82 ñòðàíèöû, áèáëèîãðàôèÿ � 115 íàèìåíîâàíèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó À.Ï.Ñîëäàòîâó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð òåîðèè
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èçëîæåíà àêòóàëüíîñòü òåìû, à òàêæå öåëü
ðàáîòû, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, íàó÷íàÿ íîâèçíà, ïóáëèêàöèè ïî òåìå
äèññåðòàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà â ñîâìåñòíûå ðàáîòû, àïðîáàöèÿ
ðàáîòû, çíà÷èìîñòü, ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñèíãóëÿðíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ïðÿìîé â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå. Âñå
èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â êëàññàõ Ã¼ëüäåðà.

Êëàññ ôóíêöèé Ã¼ëüäåðà íà ðàñøèðåííîé ïðÿìîé áóäåì îáîçíà÷àòü
H(R,∞). Óñëîâèå ϕ(∞) = 0 âûäåëÿåò â êëàññå H(R,∞) ïîäêëàññ,
êîòîðûé îáîçíà÷èì

◦
H (R,∞). Ïóñòü E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, E ⊂ R.

Îáîçíà÷èì
∗
H (R, E;∞) êëàññ ôóíêöèé ϕ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

◦
H (R \ U,∞) âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà E, à â ëþáîé
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè τ ∈ E, íå ñîäåðæàùåé äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà
E, ïðåäñòàâèìû â âèäå ϕ0(t)(t− τ)−1, ãäå ϕ0 ∈ H è ϕ0(τ) = 0.

Â ïóíêòå 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) íà
ïðÿìîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè a(t)± b(t) èìåþò íà êîíòóðå
Γ = R íóëè íåöåëûõ ïîðÿäêîâ αj è βk, ïðè÷¼ì 0< αj < 1, 0 < βk < 1.
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Ïóñòü aj, bk � òî÷êè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

A(t) =
m∏

j=1

(
t− aj

t− a′j

)αj

, B(t) =
n∏

k=1

(
t− bk

t− b′k

)βk

,

ãäå òî÷êè a′j,b′k ∈ C ëåæàò âíå äåéñòâèòåëüíîé îñè è âåòâè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííûõ ìíîæèòåëåé âûáðàíû ñ ðàçðåçîì âäîëü
îòðåçêîâ

[
aj, a′j

]
, [bk, b′k]. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ a(t)± b(t) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå
a(t) + b(t) = r(t)A(t), a(t)− b(t) = s(t)B(t), (5)

ãäå ôóíêöèè r(t), s(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó H(R,∞) è îáðàòèìû â ýòîì
êëàññå.

Èíäåêñ Êîøè íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå æ =
1

2πi
ln

s(t)

r(t)

∣∣∣∣
+∞

−∞
è

ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ h(t) = ln
s(t)

r(t)
− æ ln

(
t− i

t + i

)
, êîòîðàÿ,

î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó H(R,∞).
Ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå

H(z) =
1

2πi

∫

R

h(τ)− h(∞)

τ − z
dτ, z ∈ C\R.

Êàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(z) =





exp (H(z) + h(∞)) , Im z > 0,

exp (H(z))

(
z + i

z − i

)æ

, Im z < 0.

A(t), B(t) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå A(t) = A+(t)A−(t),
B(t) = B+(t)B−(t), ãäå

A±(z) =
∏

±Ima
′
j<0

(
z − aj

z − a′j

)αj

, B±(z) =
∏

±Imb
′
k<0

(
z − bk

z − b′k

)βk

.

Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: E = {aj, j = 1, 2, ..., m},
F = {bk, k = 1, 2, ..., n}, Y (t) = r(t)A−(t)B+(t)X+(t).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü a(t), b(t) ∈ H(R,∞), f(t) ∈ ◦
H (R,∞). Òîãäà ïðè

æ ≥ 0 óðàâíåíèå (4) â ïðåäïîëîæåíèÿõ (5) áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî â êëàññå
∗
H (R, E ∪ F ;∞) è åãî îáùåå ðåøåíèå äà¼òñÿ ôîðìóëîé

ϕ(t) =
1

2

(
1

A(t)r(t)
+

1

B(t)s(t)

)
f(t)+
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+
1

2

(
1

A(t)r(t)
− 1

B(t)s(t)

)
Y (t)

πi

∫

R

f(τ)

Y (τ)(τ − t)
dτ+

+

(
1

A(t)r(t)
− 1

B(t)s(t)

) æ∑

k=1

pk
Y (t)

(t + i)k

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè pk ∈ C.
Åñëè æ < 0, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèå −æ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
∫

R

f(τ)

Y (τ)(τ + i)k+1dτ = 0, k = 0, 1, ...,−æ− 1,

è (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â ïðåäïîëîæåíèÿõ (5) äà¼òñÿ
ðàâåíñòâîì

ϕ(t) =
1

2

(
1

A(t)r(t)
+

1

B(t)s(t)

)
f(t)+

+
1

2

(
1

A(t)r(t)
− 1

B(t)s(t)

)
Y (t)

πi

∫

R

f(τ)

Y (τ)(τ − t)
dτ.

Â ïóíêòå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) íà
ïðÿìîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè a(t)± b(t) èìåþò íà êîíòóðå
Γ = R íóëè ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîðÿäêîâ ατ > 0:

a(t) + b(t) = O(|t− τ |ατ ) ïðè t → τ ∈ E,
a(t)− b(t) = O(|t− τ |ατ ) ïðè t → τ ∈ F,

(6)

ãäå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà E è F íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ìíîæåñòâà E è F
ïðåäñòàâëþòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ E±
è F± ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü

A±(t) =
∏

τ∈E±

(
t− τ

t± i

)ατ

, B±(t) =
∏

τ∈F±

(
t− τ

t± i

)ατ

, (7)

ãäå âåòâè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííûõ ìíîæèòåëåé âûáðàíû ñ ðàçðåçîì
âäîëü îòðåçêîâ [τ,∓i]. Â ÷àñòíîñòè, A±(t) è B±(t) ïðîäîëæàþòñÿ äî
ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëóïëîñêîñòè D± = {z, ± Im z > 0}, äëÿ ýòèõ
ïðîäîëæåíèé èñïîëüçóþòñÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ.

Óñëîâèÿ (6) óòî÷íÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(t) + b(t) = r(t)A+(t)A−(t), a(t)− b(t) = s(t)B+(t)B−(t). (8)
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Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèè r(t), s(t) â
ïðåäñòàâëåíèè (8) ïðèíàäëåæàëè êëàññó H(R,∞) è áûëè îáðàòèìû â ýòîì
êëàññå.

A±, B± ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

A± = A0
±A1

±, B± = B0
±B1

±, (9)

ãäå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè A0
±, B0

± îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (7) ïî
öåëûì ÷àñòÿì [ατ ] è àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò A1

±, B1
± ïî îòíîøåíèþ

ê äðîáíûì ÷àñòÿì ïîêàçàòåëåé.
Äëÿ öåëîãî k ïîä (k)0 çäåñü è íèæå ïîíèìàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

(k + |k|)/2. Êðîìå òîãî, ñ ïîðÿäêàìè ατ ñâÿçàíû íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå
÷èñëà

m± =
∑

τ∈E±
[ατ ], n± =

∑
τ∈F±

[ατ ], (10)

ãäå [ατ ] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà ατ , è êàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ X(z)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî r è s òàêæå êàê è âûøå.

Ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå S(g) =
1

πi

∫

R

g(τ)dτ

τ − t
, t ∈ R.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a, b óðàâíåíèÿ (4) ïðåäñòàâëåíû
â âèäå (7), (8), ãäå r, s ïðèíàäëåæàò êëàññó H(R;∞) è îáðàòèìû â ýòîì
êëàññå. Ïóñòü f ∈ ◦

H (R;∞) è

g =
f

rX+A1−B1
+
, q(t) = (t− i)m−(t + i)(æ+n+)0. (11)

Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (4) â êëàññå
{

ϕ
∣∣ ϕ

A1−B1
+
∈ ∗

H (R, E ∪ F ;∞)

}
(12)

ïðåäñòàâèìî â âèäå

ϕ =
X+B1

+

A0−A+

(
g + S(g)

2
+

p

q

)
+

rX+A1
−

sB0
+B−

(
g − S(g)

2
− p

q

)
(13)

ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì p ñòåïåíè ìåíüøå m− + (æ + n+)0, ïðè÷åì
∫

R

g(t)dt

(t + i)k+1 +

(
p

q

)(k)

(−i) = 0, 0 ≤ k ≤ (−æ− n+)0 − 1. (14)

Îáðàòíî, åñëè óñëîâèÿ (14) âûïîëíåíû è ôîðìóëà (13) îïðåäåëÿåò
ôóíêöèþ èç êëàññà (12), òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (4).
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Âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ óñëîâèé íà ïðàâóþ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (4) è
ìíîãî÷ëåí p, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè (13) êëàññó (12).

Cíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé f = 0 îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4).
Òåîðåìà 1.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.2 ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4) â êëàññå (12) ðàâíà (æ−m+ − n−)0.
Áîëåå òî÷íî, ïðè æ ≤ m+ + n− îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (4) â ýòîì êëàññå
èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, à ïðè æ > m+ + n− â îáîçíà÷åíèÿõ (11)
åãî ðåøåíèÿìè ñëóæàò ôóíêöèè

ϕ = X+
(

B1
+

A0−A+
− rA1

−
sB0

+B−

)
p

q

ñ ìíîãî÷ëåíàìè p ñòåïåíè ìåíüøå m− + (æ + n+)0, ïîä÷èíåííûìè
óñëîâèÿì

(
p

q

)(k)

(τ) = 0, 0 ≤ k ≤ [ατ ]− 1, τ ∈ E ∪ F ∪ {−i},

ãäå äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ïîëîæåíî [α−i] = (−æ− n+)0.
Ïóñòü 0 < r0 < r1 è D åñòü îäèí èç ïîëóêðóãîâ {|z| < r0, ± Im z > 0}.

Â ïîëóêðóãå D ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë

φ(z) =
1

2πi

∫ r1

−r1

ϕ(t)dt

tδ(t− z)
, (15)

ãäå 0 ≤ δ < 1 è ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ôèêñèðóåòñÿ åå íåïðåðûâíîé âåòâüþ
â îäíîì èç ïîëóêðóãîâ {|z| < r0, ± Im z > 0}. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü ϕ ∈ Hn[−r1, r1], n ≥ 1, ò. å. n−àÿ ïðîèçâîäíàÿ
ϕ(n) ∈ H[−r1, r1]. Òîãäà ïðè δ = 0 ôóíêöèÿ (15) ïðèíàäëåæèò êëàññó
Hn(D), à ïðè 0 < δ < 1 îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

φ(z) = ±
n−1∑

k=0

zk−δ

k!
ϕ(k)(0) + φ0(z), (16)

ãäå φ0 ∈ Hn−1(D) è zδφ
(n)
0 (z) ∈ H(D).

Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (4).
Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1.2,

êîýôôèöèåíòû r, s è ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæàò êëàññó H [ατ ]

â îêðåñòíîñòè òî÷åê τ ∈ E ∪ F . Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè
(E− ∪ F+)0 = {τ ∈ E− ∪ F+, {ατ} > 0}. Òîãäà óñëîâèÿ

f (k)(τ) = 0, 0 ≤ k ≤ [ατ ]− 1, τ ∈ (E− ∪ F+)0, (17)
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íåîáõîäèìû äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4) â êëàññå (12). Ïóñòü
óñëîâèÿ (17) âûïîëíåíû. Òîãäà ïðè æ−m+ − n− ≥ 0 óðàâíåíèå (4) âñåãäà
ðàçðåøèìî, à ïðè æ−m+ − n− < 0 äëÿ åãî ðàçðåøèìîñòè íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå m+ + n− − æ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óñëîâèé íà ïðàâóþ
÷àñòü f . Áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî

X ⊆ C(−æ−n+)0 ×
∏

τ∈E∪F
C[ατ ]

ðàçìåðíîñòè m+ + n− − æ, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ (11) óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè

ηk

πi

∫

R

g(t)dt

(t + i)k+1 +
∑

τ∈E

[ατ ]−1∑

k=0

ηk
τ (g+S(g))(k)(τ)+

∑

τ∈F

[ατ ]−1∑

k=0

ηk
τ (g−S(g))(k)(τ) = 0

êî âñåì âåêòîðàì η = (ηk, ηk
τ ) ∈ X íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ

ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4) â êëàññå (12).
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñèíãóëÿðíîå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà çàìêíóòîì ãëàäêîì êîíòóðå Γ â
èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîðÿäêàìè íóëåé. Âñå
èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â âåñîâûõ êëàññàõ Ã¼ëüäåðà.

Â ïóíêòå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ âåñîâûõ êëàññîâ Ã¼ëüäåðà.
Ïóñòü F � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîíòóðà Γ. Èñõîäÿ èç

ñåìåéñòâà λ = (λτ , τ ∈ F ) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ââîäèòñÿ êëàññ Hλ(Γ, F )
ôóíêöèé ϕ ∈ C(Γ \ F ), êîòîðûå íà êàæäîé ãëàäêîé äóãå Γ0 ⊆ Γ ñ
êîíöîì τ ∈ F , íå ñîäåðæàùåé äðóãèõ òî÷åê èç F , ïðåäñòàâèìû â
âèäå ϕ(t) = |t− τ |λτ ϕ0(t), t ∈ Γ0, ãäå ôóíêöèÿ ϕ0 ïðèíàäëåæèò êëàññó
Ã¼ëüäåðà H(Γ0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ Hλ(D±, F ).

Â ïóíêòå 2.2 ìåòîäîì ñâåäåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî
ñîïðÿæåíèÿ èññëåäóåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå (4) â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîðÿäêàìè
íóëåé. Ïðè÷¼ì óñëîâèÿ íà ôóíêöèè a(t)± b(t) óòî÷íÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü D+ è D−, ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íàÿ è áåñêîíå÷íàÿ
êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê Γ íà ïëîñêîñòè, z0 ∈ D+ � ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà è F = F+ ∪ F−. Â D+ è D− ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ôóíêöèè

A(z) =
∏

τ∈F+

(z − τ)ατ , B(z) =
∏

τ∈F−

(
z − τ

z − z0

)ατ

, (18)

ãäå ñòåïåííûå ôóíêöèè âî âòîðîì ðàâåíñòâå âûáðàíû ñ ðàçðåçîì âäîëü
äóã [τ, z0] ⊂ D+. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

(a + b)(t) = c(t)A(t), (a− b)(t) = d(t)B(t), (19)
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ãäå êîýôôèöèåíòû c(t), d(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó H(Γ, F ) = H0(Γ, F )
êóñî÷íî ãåëüäåðîâûõ ôóíêöèé è îáðàòèìû â ýòîì êëàññå.

Ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå G(t) =
d(t)

c(t)
. Èñõîäÿ èç íåïðåðûâíîé

âåòâè ln G(t) íà Γ \ F ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî ÷èñåë
δτ =

1

2πi
((ln G)(τ − 0)− (ln G)(τ + 0)). Íà âåñîâîé ïîðÿäîê λ

íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå:

ατ + λτ − Re δτ /∈ Z, τ ∈ F. (20)

Âûáèðàþòñÿ öåëûå nτ ïî óñëîâèþ −1 < ατ + λτ − Re δτ + nτ < 0 è
ââîäèòñÿ èíäåêñ æ =

∑

τ∈F

nτ .

Ôóíêöèÿ X(z) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(z) = X0(z)
∏

τ∈F

(z − τ)−nτ ,

ãäå
X0(z) = eΩ(z), Ω(z) =

1

2πi

∫

Γ

(ln G)(t)dt

t− z
.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü −1 < λτ < 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (20). Òîãäà
ïðè æ ≥ 0 îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è

c(t)A(t)Φ+(t)− d(t)B(t)Φ−(t) = f(t) (21)

â êëàññå Hλ(D±, F ) äà¼òñÿ ôîðìóëîé

Φ(z) =

{
A−1(z)Ψ(z), z ∈ D+,
B−1(z)Ψ(z), z ∈ D−,

(22)

ãäå ôóíêöèÿ Ψ(z) èìååò âèä

Ψ(z) = X(z)

(
1

2πi

∫

Γ

f(t)dt

c(t)X+(t)(t− z)
+ P (z)

)
,

P � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå æ− 1 (ïðè æ = 0
ïîëîæèì P = 0).

Ïðè æ < 0 ðåøåíèå çàäà÷è (21) åäèíñòâåííî è äà¼òñÿ ôîðìóëîé (22)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè

∫

Γ

f(t)

c(t)X+(t)
tjdt = 0, j = 0, 1, ...,−æ− 1. (23)

Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü f ∈ Hα+λ(Γ, F ), −1 < λτ < 0 è âûïîëíåíî
óñëîâèå (20). Òîãäà ïðè æ ≥ 0 óðàâíåíèå (4) â ïðåäïîëîæåíèÿõ (18),(19)
áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî â êëàññå Hλ(Γ, F ) è åãî îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ
ôîðìóëîé

ϕ(t) =
1

2

(
1

Ac
+

1

Bd

)
f+

+
1

2

(
1

Ac
− 1

Bd

)
cX+

πi

∫

Γ

f(τ)dτ

c(τ)X+(τ)(τ − t)
+

(
1

Ac
− 1

Bd

)
cX+P,

(24)

ãäå P � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå æ− 1 (ïðè æ = 0
ïîëîæèì P = 0).

Åñëè æ < 0, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå −æ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè (23) è (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4) â ïðåäïîëîæåíèÿõ (18),(19) äàåòñÿ ôîðìóëîé (24)
ïðè P = 0.
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