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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. Существует широкий класс стохастических 
систем, моделирование управления которыми осуществляется на основе 
энергетических функционалов. Общей чертой таких систем является то, 
что их изменение во времени характеризуется неубывающей во времени 
величиной, значения которой служат критерием качественного изменения 
эволюции. В физических системах, как правило, эта величина представля-
ет собой энергию, поглощаемую системой от внешних источников, значе-
ние которой зависит от траектории движения системы в фазовом про-
странстве. Это обуславливает использование по отношению к указанной 
величине термина энергетический функционал. Системы, характеризуе-
мые энергетическими функционалами, изучаются в стохастической тео-
рии разрушения материалов при моделировании процесса старения об-
разца материала под влиянием внешних распределённых во времени слу-
чайных воздействий; в статистической радиофизике и в квантовой оптике 
при управлении процессами передачи информации на фоне случайных 
помех; в теории управления дифференциальными стохастическими дина-
мическими системами. Стохастический характер этих систем обусловлен 
тем, что на их эволюцию оказывают влияние внешние случайные факто-
ры. В этом случае, значения энергетического функционала являются слу-
чайными, вследствие шумового происхождения энергии, поглощаемой 
системой. Так как эти значения зависят от времени, то их конкретное из-
менение должно мыслиться, с математической точки зрения, как траекто-
рия )(~ tε  некоторого случайного процесса. При управлении описанных 
систем возникает ситуация, когда определенное значение E  энергетиче-
ского функционала – уровень – характеризует появление качественных 
изменений в системе. В этом случае, по отношению к системе предпри-
нимаются управляющие действия. В связи с этим, с прикладной точки 
зрения, представляет интерес определение распределения вероятностей 
(статистических характеристик) случайной величины 

})(~:inf{)(~ EttE ≥= ετ  
– времени достижения заданного уровня. Такая информация оказывает 
влияние на принятие решений об управляющих действиях по отношению 
к рассматриваемой системе. В диссертации математическая задача вычис-
ления распределения вероятностей случайной величины )(~ Eτ  на основе 
заданной модели случайного процесса с траекториями )(~ tε  и при фикси-
рованном значении уровня E  называется задачей достижения заданного 
уровня. 

С точки зрения практических приложений, математическое моде-
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лирование процесса достижения заданного энергетического уровня необ-
ходимо осуществлять в условиях, когда о характере случайного процесса 

)(~ tε  имеется только довольно общая информация. В этих условиях, осо-
бую роль приобретают те результаты изучения задачи, которые слабо за-
висят от конкретных условий протекания процесса. В типичных физиче-
ских ситуациях внешние случайные воздействия на систему носят ста-
ционарный во времени характер и, обычно, слабо скоррелированы во вре-
мени в статистическом смысле. Поэтому, можно считать, что приращения 
случайного процесса )(~ tε  стационарны и независимы на непересекаю-
щихся временных промежутках. Ввиду стационарности приращений, про-
цесс )(~ tε  удобно описывать посредством задания процесса )(~ tξ , кото-
рый, с физической точки зрения, является мгновенной интенсивностью 
поглощения энергии, т.е. является производной по времени 

dttdt /)(~)(~
εξ = . Временная зависимость )(~ tξ  содержит всю ту информа-

цию о характере воздействия внешнего шума на систему, которая сущест-
венна именно при накоплении ею энергии. Она зависит функционально от 
случайных реализаций шума, действующего на систему и представляется 
стационарным марковским процессом. Поэтому, процесс )(~ tε  также яв-
ляется функционалом от реализаций шума, а время t  является парамет-
ром этого функционала. 

При синтезе моделей процесса накопления энергии системой необ-
ходимо задавать математически только существенную для поставленной 
выше задачи информацию о характере внешних воздействий, которая 
полностью содержится в интенсивности )(~ tξ  и не конкретизировать за-
висимость от случайных реализаций шума. По этой причине, удобно счи-
тать )(~ tε  линейным функционалом от интенсивности )(~ tξ . 

Диссертационная работа посвящена исследованию математических 
моделей процессов достижения заданного уровня стохастической систе-
мой в случае, когда воздействия на систему  состоят из отдельных корот-
ких импульсов случайной амплитуды и длительности так, что случайные 
моменты времени, в которых эти импульсы действуют на систему, в сред-
нем однородно распределены во времени, а средняя длительность им-
пульсов настолько мала по сравнению со средним временем между им-
пульсами, что ею можно пренебречь. С математической точки зрения, та-
кие процессы моделируются обобщёнными случайными процессами типа 
"дробового шума". Если шум, действующий на систему, моделируется та-
кого рода процессом, то интенсивность )(~ tξ  также является дробовым 
процессом с положительными амплитудами. Тогда, в общем случае, тра-
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ектории интенсивности описываются формулой 
 ∑

≤
−=

ttn
nn

n

ttt
~:

)~(~)(~
δξξ , (1) 

где амплитуды составляют случайную стационарную последовательность 
〉Ν∈〈 nn ;~

ξ , а случайная последовательность 〉Ν∈〈 ntn ;~  представляет 
временные точки, в которых локализован каждый из действующих на сис-
тему импульсов. При указанном типе интенсивности )(~ tξ , функционал 

)~;(~ ξε t  представляется в следующем виде 
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=
ttNn
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~:

~)~;(~ ξξε . (2) 

В диссертации изучается задача достижения заданного уровня в том 
случае, когда процесс )~;(~ ξε t , наряду со стационарностью приращений, 
обладает свойством их статистической независимости. Наличие этих 
свойств приводит к тому, что амплитуды процесса )(~ tξ  образуют после-
довательность независимых, одинаково распределённых положительных 
случайных величин, а случайная последовательность 〉Ν∈〈 ktk ;~  пред-
ставляет собой так называемый пуассоновский поток. 
Основные результаты в работе получены в предположении, что общее 
распределение вероятностей случайных величин nξ

~ , Ν∈n  является экс-
поненциально убывающим. 

Таким образом, в диссертационной работе: 
объектом исследования являются стохастические системы, под-

верженные воздействию стационарного шума; 
предметом исследования являются математические методы расчё-

та статистических характеристик времени достижения заданного уровня 
энергетическим функционалом )~;(~ ξε t , посредством которого моделиру-
ется управление (принятие решений) каждой из систем; 

методами исследования являются методы теории вероятностей, 
теории случайных процессов, теории функций комплексного переменно-
го, уравнения математической физики. 

Цель и задачи исследования. Целью работы является разработка 
математических основ для вычисления статистических характеристик 
времени достижения заданного энергетического уровня E  функционалом 

)~;(~ ξε t  стохастической системы при воздействии на неё стационарного 
шума. 

Исходя из этой общей цели, в диссертации решались следующие 
задачи: 
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1. Выделить класс математических моделей, который бы адекватно опи-
сывал процесс накопления энергии стохастической системой в усло-
виях редких случайных внешних воздействий малой длительности. 

2. Поставить математически задачу достижения заданного энергетиче-
ского уровня и обосновать разрешимость поставленной задачи для 
выделенного класса математических моделей. 

3. Разработать общий аналитический подход к вычислению распределе-
ний вероятностей ),( EtQ  времени достижения заданного энергетиче-
ского уровня E  для выделенного класса математических моделей. 

4. Для выделенного класса моделей изучить предельное поведение рас-
пределения вероятностей ),( EtQ  при ∞→E , ∞→t  как с точки 
зрения вычисления вероятностей попадания времени )(~ Eτ  в задан-
ный компактный интервал на +R , так и с точки зрения вычисления 
статистических моментов случайной величины )(~ Eτ . 

5. На основе развитого общего подхода решения задачи достижения за-
данного энергетического уровня, создать алгоритм численного опре-
деления распределений вероятностей для ),( EtQ  для выделенного 
класса математических моделей. 
Научная новизна работы. Научную новизну работы составляют: 

1. Достаточные условия разрешимости с вероятностью единица, для 
любого энергетического уровня E , задачи достижения заданного 
уровня стохастическими мерами )~;(~ ξε t , +∈Rt  со стационарными 
приращениями, которые являются либо абсолютно непрерывными с 
производной в виде стационарного случайного процесса с неотрица-
тельными траекториями, либо скачкообразными с обобщённой произ-
водной в виде стационарного дробового процесса. Эти стохастиче-
ские меры представляют собой математические модели управления 
стохастическими системами, которые подвергаются случайным ред-
ким, равномерно распределённым во времени воздействиям малой 
длительности. 

2. Интегральное представление для плотности ),( Etq  распределения 
вероятностей случайного времени )(~ Eτ  достижения уровня E  энер-
гетическим функционалом, определяемым дискретными стохастиче-
скими мерами со стационарными, независимыми приращениями, у 
которых последовательности амплитуд соответствующих дробовых 
процессов являются одинаково, абсолютно непрерывно распределён-
ными случайными величинами с плотностью )(xp  ограниченного 
роста. Доказательство экспоненциального убывания плотности  рас-



 7

пределения ),( Etq . 

3. Асимптотические с экспоненциальной точностью )( EeO β−  формулы 
для статистических моментов произвольного порядка случайного 
времени )(~ Eτ  для дискретной стохастической меры со стационарны-
ми независимыми приращениями в случае, когда общая плотность 

)(xp  с характеристической функцией )( isf −  распределения вероят-
ностей порождающей последовательности амплитуд дробового про-
цесса является экспоненциально убывающей с показателем α , где β  
– минимум модуля реальной части ненулевых решений уравнения 

1)( =sf , βα > . 
4. Аппроксимационная теорема, которая устанавливает, что модифици-

рованное распределение Вальда приближает в слабом смысле при 
∞→)(EN  плотность ),( Etq  распределения вероятностей случайно-

го времени )(~ Eτ  достижения уровня E  энергетическим функциона-
лом, соответствующим дискретной стохастической мере со стацио-
нарными независимыми приращениями, плотность которой представ-
ляется дробовым процессом, связанным с последовательностью слу-
чайных, независимых, одинаково распределенных, неотрицательных 
амплитуд, имеющих абсолютно непрерывное экспоненциально убы-
вающее распределение. 

5. Точное решение задачи достижения уровня E  в терминах модифици-
рованных функций Бесселя для энергетического функционала, опре-
деляемого абсолютно непрерывной стохастической мерой с плотно-
стью в виде неотрицательного дихотомического случайного процесса. 
Теоретическая и практическая значимость работы. На основе 

разработанных в диссертации методов могут вычисляться распределения 
вероятностей случайного времени достижения заданного энергетического 
уровня в математических моделях, возникающих в различного рода при-
кладных задачах. В частности, могут решаться некоторые задачи теории 
регистрации излучения в статистической радиофизике и в квантовой оп-
тике низкоинтенсивных оптических полей. Полученные в работе резуль-
таты также могут быть использованы в теории управления стохастиче-
скими системами, которые подвержены внешним стационарно распреде-
лённым во времени случайным воздействиям. Кроме того, полученные 
результаты могут иметь практическое применение – использоваться при 
обработке статистической информации, передаваемой сигналами, которые 
регистрируются приёмными устройствами на фоне случайных помех. 
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Положения, выносимые на защиту: 
1. Интегральное представление для плотности ),( Etq  распределения 

вероятностей времени )(~ Eτ  достижения заданного уровня E  энерге-
тическими функционалами, определяемыми дискретными стохасти-
ческими мерами со стационарными независимыми приращениями, 
плотность которых представляется дробовым процессом с последова-
тельностью одинаково распределённых, независимых, неотрицатель-
ных амплитуд, имеющих абсолютно непрерывное распределение ве-
роятностей с плотностью ограниченного роста.  

2. Экспоненциально точные формулы для статистических моментов 
случайного времени )(~ Eτ  достижения заданного уровня E  энерге-

тическими функционалами )~;(~ ξε t , определяемыми дискретными 
стохастическими мерами со стационарными независимыми прираще-
ниями, плотность которых представляется дробовым процессом с по-
рождающей последовательностью амплитуд, имеющих абсолютно 
непрерывное экспоненциально убывающее распределение вероятно-
стей. 

3. Теорема о том, что модифицированное распределение Вальда с плот-
ностью 2/)()1( 1 xqx W

−+ , Etx /λ= , где )(xqW  – плотность распре-

деления Вальда с параметром 2~/~ ξξ ΜΜ= Er , приближает, в слабом 

смысле, при ∞→Μ nE ξλ
~/  с точностью )( 2−EO , плотность ),( Etq  

распределения вероятностей случайного времени )(~ Eτ  достижения 
уровня E  энергетическим функционалом, соответствующим дис-
кретной стохастической мере со стационарными независимыми при-
ращениями, плотность которых представляется дробовым процессом 
с порождающей последовательностью амплитуд, имеющих абсолют-
но непрерывное экспоненциально убывающее распределение вероят-
ностей. 

4. Точное решение задачи достижения заданного уровня E  для энерге-
тического функционала )~;(~ ξε t , определяемого абсолютно непрерыв-
ной стохастической мерой, плотность которой является неотрица-
тельным дихотомическим случайным процессом.  
Достоверность полученных результатов обусловлена точными 

математическими рассуждениями и корректными математическими вы-
числениями, а также использованием установленных фактов теории веро-
ятностей, математического анализа и математической физики.  

Личный вклад соискателя. Постановки задач, решаемых в дис-
сертации, выбор методов их решения и общий план работы принадлежат 
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научному руководителю диссертанта. Соискателю принадлежат аналити-
ческие вычисления при получении основных результатов исследования и 
доказательства большого числа математических утверждений. Опреде-
ляющим является также вклад соискателя в написание научных работ по 
теме диссертации.  

Апробация и внедрение результатов. Результаты, изложенные в 
диссертации, были представлены на следующих научных конференциях: 
VI международной конференции по математическому моделированию 
(г. Херсон, 2003); Воронежской зимней математической школе 
(г. Воронеж, 2004); Десятой международной научной конференции им. 
акад. М.Кравчука (г. Киев, Украина, 2004); Международной конференции 
"Аналитические методы в теории чисел, теории вероятностей и математи-
ческой статистике", посвященной 90-летию акад. Ю.В. Линника (г. Санкт-
Петербург, 2005); Международной научной конференции "Топологиче-
ские и вариационные методы нелинейного анализа и их приложения" 
(г. Воронеж, 2005); VII Международной конференции по математическо-
му моделированию (г. Феодосия, 2005); Воронежской зимней математи-
ческой школе С.Г. Крейна (г. Воронеж, 2006); VIII Международной кон-
ференции по математическому моделированию (г. Феодосия, 2006). 

Публикации. Основные положения и результаты диссертации от-
ражены в девяти печатных научных изданиях, материалах трех междуна-
родных конференций и одном авторском свидетельстве на разработку. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит 
из введения, четырех глав, заключения и библиографического списка из 
98 наименований. Общий объем диссертации составляет 186 страниц ма-
шинописного текста. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность, сформулированы цель и за-
дачи диссертационной работы. Приведены основные положения, выноси-
мые на защиту, научная новизна и практическая значимость работы, от-
мечена апробация работы. Приведен короткий обзор содержания по гла-
вам. 

Первая глава посвящена описанию научного направления, к кото-
рому относится диссертация и постановке возникающих в рамках этого 
направления задач. Описана общая абстрактная постановка задачи дости-
жения заданного уровня значениями аддитивных неотрицательных функ-
ционалов )~;(~ ξε t  (стохастических мер) от траекторий случайных процессов 
– шумов, воздействующих на физическую систему. Указывается связь этой 
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задачи с конкретными физическими проблемами. Дано краткое описание 
состояния изучаемой проблемы. Даётся доказательство разрешимости зада-
чи достижения уровня в случае, когда функционал представляет собой сто-
хастическую меру со стационарными приращениями при условии, когда 
она является, с вероятностью единица, мерой на +R  определённого типа – 
дискретного, либо абсолютно непрерывного. 

Во многих прикладных задачах, в которых возникает задача дости-
жения энергетического уровня, стохастические меры бывают одним из 
двух типов – абсолютно непрерывные и дискретные. У первой из них реа-
лизации )(~ tε  обладают производной )(~/)(~ tdttd ξε = , где )(~ tξ  – реализа-
ции стационарного, случайного процесса с неотрицательными измеримы-
ми траекториями, которые определяют интенсивность накачки энергии. 
Реализации меры другого, дискретного, типа представляются формулой 
(2), в которой nnn tt ∆=− −

~~~
1 , Ν∈n  и nξ

~ , Ν∈n  – пара случайных ста-
ционарных последовательностей с положительными компонентами. В 
главе 1 сформулированы и доказаны достаточные условия разрешимости 
задачи достижения любого заданного уровня для стохастических мер 
обоих типов. 

Т е о р е м а  1 .  Если ξ  – стационарный случайный процесс, 

который обладает свойством 0}0)(~Pr{ =≡tξ  и имеет неотрицательные 
с вероятностью единица траектории, то для любого 0>E , с вероятно-
стью единица, существует конечное значение случайной величины )(~ Eτ , 
определённое формулой  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥= ∫ EdsstE
t

0
)(~:min)(~ ξτ . 

Т е о р е м а  2 .  Для стохастической меры ε , случайные реали-
зации которой определяются согласно формуле (2) на основе стационар-
ных последовательностей ∆  и ξ , которые обладают свойством 

0}0~Pr{ ==∆n , 0}0~Pr{ =≡nξ , задача достижения уровня E  разрешима 
для любого 0>E . 

В второй главе даётся общее решение задачи достижения заданно-
го уровня стохастической мерой с интенсивностью (1) в виде дробового 
случайного процесса в случае, когда общее распределение вероятностей 
порождающей последовательности амплитуд 〉Ν∈〈 nn ;~

ξ  является абсо-
лютно непрерывным с плотностью )(xp , которая является функцией ог-
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раниченного роста. 

Плотность )(xp  является функцией ограниченного роста, если 
существуют такие постоянные 0, >CA  и 0>γ , для которых выполня-

ется xCexp γ<)( , ),[ ∞∈ Ax . 

Решение дано в виде следующего интегрального представления для 
плотности ),( Etq , +∈Rt . 

Т е о р е м а  3 .  Плотность ),( Etq , +∈Rt  распределения веро-

ятностей ),( EtQ , при +∈RE  дробового процесса ξ~ , у которого ти-
пичный представитель последовательности независимых, одинаково 
распределённых амплитуд имеет абсолютно непрерывное распределение 
с плотностью ограниченного роста, определяется интегралом  

 ∫
∞+

∞−

− −−=
i

i

Ez dzezftzfz
i

Etq
γ

γ

λ
π
λ )]1)([(exp))(1(

2
),( 1 , (3) 

где αγ > , α – показатель роста, λ  – плотность пуассоновского потока 
и )( isf −  – характеристическая функция плотности )(xp . 

Формула (3) была положена в основу создания компьютерной про-
граммы для численных расчетов. Их результаты иллюстрируются графи-
ками плотности ),( Etq  при различных значениях уровня E . На графиках 
по оси ординат отложена плотность ),( Etq , а по оси абсцисс параметр 

tλ . 

 
 

E<<1 E~1 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2
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Рис. 3 
На рисунках 1-3 представлены результаты численного счета для 

плотности ),( Etq  при различных уровнях E и заданной плотности дробо-

вого процесса µµ xexp −=)( . Для этого случая во второй главе найдено 
точное решение в терминах специальных функций,  

)2(I)exp(),( 0 EtEtEtq µλµλλ −−= , 

где
l

l

x
l

x
2

0
20 2)!(

1)(I ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
– модифицированные функции Бесселя. 

В третьей главе изучены общие качественные свойства плотности 
),( Etq  в случае, когда плотность )(xp  имеет ограниченный рост. В част-

ности, доказано, что ),( Etq  является экспоненциально убывающей для 
любой плотности ограниченного роста )(xp .  

Далее, на основе интегрального представления (3), получены асим-
птотические экспоненциально точные при ∞→E  формулы для статисти-
ческих моментов случайной величины )(~ Eτ  в случае, когда плотность 

)(xp  является экспоненциально убывающей с показателем убывания 
0>α . 

Т е о р е м а  4 .  Пусть )(~ Eτ  – время достижения уровня E  

энергетическим функционалом )~;(~ ξε t  с последовательностью 

〉Ν∈〈 nn ;~
ξ  независимых, одинаково распределённых, неотрицательных, 
абсолютно непрерывно распределённых случайных амплитуд, типичный 

E>>1 

  λt= E/a,    a=Mξ 
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представитель которых имеет экспоненциально убывающую плотность 
)(xp  распределения такую, что свертки 

43421
n

pp )*...*(  являются ограничен-

ными при всех достаточно больших значениях Ν∈n . Тогда имеют ме-
сто асимптотические формулы 

)(
)(
1)()1()(~

1

E

z

Eu
n

n

n

n
n eOe

ufu
uf

dz
dE β

λ
τ −

=

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
−−

=Μ , 

где )(zuu =  является единственным вещественным решением уравнения 
1−

= z)u(f , λ  – плотность пуассоновского потока, 
}1)(:Remin{ =−= sfsβ  и )( isf −  – характеристическая функция плот-

ности )(xp . 

В частности, для математического ожидания и дисперсии имеем 

 )(
2

1)(~
2

EeO
a
c

a
EE β

λ
τ −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=Μ ,   

 )(
3
2

4
51)(~D 34

2

32
EeO

a
b

a
c

a
cEE β

λ
τ −+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+= ,  

где ξ
~

Μ=a , 2~
ξΜ=c , 3~

ξΜ=b . 

Таким образом, при ∞→E  дисперсия определяется отношением 
2/ ac , а не относительной дисперсией случайной величины ξ~ . 

В этой же главе получена асимптотическая формула для плотности 
),( Etq  в виде локальной предельной теоремы. 

Т е о р е м а  5 .  Пусть плотность )(xp  распределения вероят-

ностей типичного представителя ξ~  последовательности 〉Ν∈〈 kk ;~
ξ  

удовлетворяет условию экспоненциального убывания, т.е. существуют 
постоянные 00 >x , 0>C  и 0>α  такие, что при ),[ 0 ∞∈ xx  имеет ме-

сто xCexp α−<)( . Тогда справедлива асимптотическая при ∞→E , 

)( 2/1tOtaE += λ  формула 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−=

2/1

2
)1(1

)(2
E)(

exp
)(2

),(
E

Eta
O

ENc
ta

ENc
aEtq

λλ

π
λ

, 

где ξ
~

Μ=a , 2~ξΜ=c , aEEN /)( = . 

В третьей главе доказана также аппроксимационная теорема для 
плотности ),( Etq , учитывающая, в отличие от указанной выше локальной 
предельной теоремы, тот факт, что эта плотность сосредоточена на +R . 

Т е о р е м а  6 .  Пусть )(~ Eτ  – время достижения заданного 

уровня E  дискретной стохастической мерой )~;(~ ξε t  со стационарными, 
независимыми приращениями, плотностью которой является дробовой 
шум )(~ tξ , порождённым последовательностью 〉Ν∈〈 nn ;~

ξ  независимых, 
одинаково абсолютно непрерывно распределённых неотрицательных 
скачков, имеющих экспоненциально убывающую плотность )(xp  с пока-
зателем убывания α  и пуассоновским потоком с плотностью 0>λ  то-
чек роста меры. Тогда, для любого математического ожидания 

))(/)(~( ENEτλωΜ , где )(⋅ω  – ограниченная измеримая функция на R+, 
справедлива  формула 

( ))(1)()1()(
2
1

)(
)(~

2

0

1 −
∞

− ++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Μ ∫ EOdxxqxx

EN
E

Wω
τλ

ω , 

где параметр r  в плотности распределения Вальда  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= − 22/12/1

2/1

2
exp

2
)( xxr

x
rxqW π

, 

Etax /λ= , определяется формулой caEr /= . 
В четвертой главе изучается задача о распределении вероятностей 

для времени )(~ Eτ  в том случае, когда приращения случайного процесса, 
оставаясь стационарными, являются зависимыми. Рассмотрение задачи 
ограничено случаем, когда интенсивность dttdt /)~;(~)(~

ξεξ =  представля-
ется дихотомическим случайным процессом – марковским процессом, ко-
торый принимает два значения }0,0{ >α . Вычисление распределения ве-
роятностей для единственного с вероятностью единица случайного мо-
мента времени )(~ Eτ  достижения заданного уровня E  функционалом 

)~;(~ ξε t , определяемого интегралом 
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 dtdssEE
t

∫ ∫
∞

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

0 0

)(~)(~ ζαθτ ,  

где }0,0;0,1{)( <≥= xxxθ  – функция Хевисайда, основано на методе 
Каца-Фейнмана-Дынкина вычисления математических ожиданий, связан-
ных с однородными аддитивными функционалами от траекторий марков-
ских процессов. В результате, найдено представление для плотности 

),( Etq  распределения вероятности })~;(~Pr{),( EtEtQ ≥= ξε  достиже-
ния за время t  уровня E  в терминах специальных функций. 

Т е о р е м а  7 .  Плотность распределения ),( Etq  определяется 
формулой 

+=+ − )(
2
1),/( [/ teEEtq Ev δα α  

 ( ) ( )( )]/2I//2I)( 10 αναανθ EttEEtte tv ++ − ,  

где δ – функция Дирака, 0I   и 1I  - модифицированные функции Бесселя, 
ν  – плотность пуассоновского потока случайных точек изменения тра-
екторий процесса )(~ tξ . 

Выявлено качественное свойство плотности ),( Etq  – ее одновер-
шинность по t  при α/Et >  независимо от параметра E . 

Т е о р е м а  8 .  Плотность ),( Etq  по переменной 0>t  явля-

ется монотонно убывающей на ),/( ∞αE  при 2/ ≤αν E . Если 

2/ >αν E , то плотность ),( Etq  имеет единственную вершину на 
),/( ∞αE . 

В заключении перечислены результаты проведенного в диссерта-
ции исследования. 

 
Выводы  

1. Адекватное описание процесса управления на основе значений на-
копленной энергии стохастическими системами, на которые оказы-
вает воздействие внешний шум, состоящий из редких, однородно 
распределённых во времени воздействий малой длительности, даёт-
ся на основе математических моделей в виде дискретных неотрица-
тельных стохастических мер, плотность которых представляет со-
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бой дробовой шум. Управление такими стохастическими системами 
осуществляется в случайный момент времени достижения заданно-
го энергетического уровня.  

2. В случае, если соответствующая модель в виде нетривиальной (не-
равной нулю) стохастической меры имеет стационарные прираще-
ния и определённый тип (является либо дискретной, либо абсолют-
но непрерывной), соответствующая задача достижения заданного 
уровня разрешима с вероятностью единица.  

3. Вычисление плотности распределения вероятностей времени дос-
тижения заданного энергетического уровня, как аналитическое, так 
и численное, для класса математических моделей в виде дискрет-
ных, неотрицательных стохастических мер с независимыми прира-
щениями, плотностью которых является  дробовой шум с однород-
ным пуассоновским потоком точек локализации, основывается на 
интегральном представлении (3), в котором плотность распределе-
ния независимых амплитуд дробового шума обладает ограничен-
ным ростом. 

4. Для статистических моментов случайного времени достижения за-
данного уровня, в указанном в п.3 случае, при наличии экспоненци-
ального убывания плотности распределения амплитуд дробового 
шума, найдены экспоненциально точные по величине энергетиче-
ского уровня формулы, которые представляют собой полиномы от-
носительно величины E, коэффиценты которых выражаются на ос-
нове статистических моментов амплитуд.  

5. В случае, указанном в п.4, для плотности распределения вероятно-
стей времени достижения уровня справедлива аппроксимация мо-
дифицированным распределением Вальда с точностью порядка 

)( 2−EO . 
6. Плотность распределения вероятностей случайного времени дости-

жения заданного уровня для модели накопления энергии в виде аб-
солютно непрерывной стохастической меры, обладающей плотно-
стью в виде неотрицательного дихотомического случайного про-
цесса, имеет точное аналитическое представление в терминах мо-
дифицированных функций Бесселя. Эта функция допускает качест-
венную перестройку при увеличении энергетического уровня от 
монотонно убывающей к одновершинной плотности.  

7. Созданный алгоритм численного определения плотности распреде-
ления вероятности времени достижения заданного уровня подтвер-
ждает достоверность доказанных в диссертации качественных  ут-
верждений относительно этой плотности. 
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