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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Îñêîëêîâà äèíàìèêè æèäêîñòè Êåëüâèíà-

Ôîéãòà â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò âûðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé ïî

ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì îïåðàòîð ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåé-

íîé ÷àñòè òàêîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíî âûðîæäåííàÿ ðàçðåøàþùàÿ ãðóïïà îïåðàòî-

ðîâ. Ïîëó÷åíà òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèëüíî

âûðîæäåííîé ñèñòåìû Îñêîëêîâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æèäêîñòü Êåëüâèíà-Ôîéãòà, ñèñòåìà óðàâíåíèé Îñêîëêîâà, âûðîæ-

äåííàÿ ãðóïïà îïåðàòîðîâ.

1. Ââåäåíèå. Â öèëèíäðå 
 � J , ãäå 
 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

â Rn
, J � èíòåðâàë â R, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

v(x; t ) = 0 ; (x; t ) 2 @
 � J ;

(1 � � �)( v(x; t 0) � v0(x)) = 0 ; x 2 
 ;
(1)

äëÿ ìîäåëèðóþùåé äèíàìèêó âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè Êåëüâèíà-Ôîéãòà ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé Îñêîëêîâà

(1 � � �) vt = � � v � (v � r )v � r + f;
r � v = 0;

èçó÷åíà â ñëó÷àå, êîãäà âðåìÿ ðåòàðäàöèè � ïîïàäàåò â ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å

îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äàëåå íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûðîæäåííîé.

Óðàâíåíèå ðåäóöèðîâàíî ê îáîáùåííîé çàäà÷å Øîóîëòåðà äëÿ ïîëóëèíåéíîãî äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

L _u(t) = Mu(t) + N (t; u(t)) : (2)

Ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàçðåøàþùàÿ ïîëó-

ãðóïïà îïåðàòîðîâ âûðîæäàåòñÿ íå òîëüêî íà ýëåìåíòàõ ÿäðà îïåðàòîðà L , íî è íà

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì M -ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðàõ âûñîòû 1 [1]. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó-

÷àå ñèñòåìà Îñêîëêîâà íå ïîääàåòñÿ èññëåäîâàíèþ ìåòîäàìè, ðàçâèòûìè äëÿ óðàâíåíèÿ

(2) â ðàáîòå [2].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �ê 14-01-31125 è ãðàíòîì Ôîíäà Ìèõàèëà Ïðîõîðîâà.
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Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèëüíî âûðîæäåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîëêîâà ìåòîäà-

ìè òåîðèè âûðîæäåííûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ [1] äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1).

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [3�5], â êîòîðûõ èññëåäîâàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé Îñêîë-

êîâà, ñëó÷àé åå ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

2. Ñèëüíàÿ (L; p) -îãðàíè÷åííîñòü è âûðîæäåííîå ëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå. Ïóñòü U, F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L (U; F) áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç U â F: Ìíîæåñòâî

ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ, ïëîòíûìè â ïðîñòðàíñòâå

U; äåéñòâóþùèõ â F , áóäåì îáîçíà÷àòü Cl(U; F): Êðîìå òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèÿ L (U; U) � L (U) , Cl(U; U) � Cl(U):
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L _u(t) = Mu(t) + F (t); t 2 J ; (3)

ñ îïåðàòîðàìè L 2 L (U; F) , M 2 Cl(U; F) c îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DM , J � èíòåðâàë â

R, çàäàíà ôóíêöèÿ F : J ! F . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî kerL 6= f 0g, òàêèå ýâîëþöèîííûå

óðàâíåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûìè.

Îáîçíà÷èì � L (M ) = f � 2 C : (�L � M )� 1 2 L (F; U)g. Ñîãëàñíî [1, ñ. 89] îïåðàòîð M
áóäåì íàçûâàòü (L; � ) -îãðàíè÷åííûì, åñëè

9a > 0 8� 2 C (j� j > a ) ) (� 2 � L (M )) :

Òåîðåìà 1 [1, òåîðåìà 4.1.1]. Ïóñòü îïåðàòîð M (L; � ) -îãðàíè÷åí. Òîãäà

(i) îïåðàòîðû

P =
1

2�i

Z

j � j= R

(�L � M )� 1Ld�; Q =
1

2�i

Z

j � j= R

L(�L � M )� 1d�; R > a;

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâàõ U è F ñîîòâåòñòâåííî ;

(ii) èìååò ìåñòî äåéñòâèå îïåðàòîðîâ L : Uk ! Fk
, M : DM \ Uk ! Fk ; k = 0; 1, ãäå

U0 = ker P , U1 = im P , F0 = ker Q, F1 = im Q, L k = LjUk , M k = M jD M k
, DM k = DM \ Uk

,

k = 0; 1 ;
(iii) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû M � 1

0 2 L (F0; U0) , L � 1
1 2 L (F1; U1) ;

(iv) M1 2 L (U1; F1) .

Îáîçíà÷èì H = M � 1
0 L0 2 L (U0) , N0 = N [ f 0g.

Ïóñòü p 2 N0 . Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L; p) - îãðàíè÷åííûì , åñëè îí (L; � ) -îãðàíè÷åí,

à îïåðàòîð H íèëüïîòåíòåí ñòåïåíè p.

Çàìå÷àíèå 1. Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå (L; p) -îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M ïðîñòðàí-

ñòâî U0
, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ÿäðî îïåðàòîðîâ ðàçðåøàþùåé ãðóïïû îäíîðîäíîãî

( F � 0) óðàâíåíèÿ (3), ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ÿäðà kerL è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì M -

ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà L [1].
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Äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ (L; p) -îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì M ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ

çàäà÷ó Øîóîëòåðà

P u(t0) = u0 2 U1 : (4)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (3), (4) íà èíòåðâàëå J � R íàçîâåì òàêóþ ôóíêöèþ u 2 C1(J ; U) , óäî-

âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (4), ÷òî ïðè âñåõ t 2 J u(t) 2 DM è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3).

Òåîðåìà 2 [1]. Ïóñòü p 2 N0 , îïåðàòîð M (L; p) -îãðàíè÷åí, F 2 C(J ; F) , (I � Q)F 2
Cp+1 (J ; F) . Òîãäà äëÿ ëþáûõ t0 2 J , u0 2 U1

çàäà÷à (3) , (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u 2 C1(J ; U) .

4. Ñèëüíî âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Îñêîëêîâà. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-

êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ìîäåëèðóþùåé äèíàìèêó âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè Êåëüâèíà�Ôîéãòà

ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîëêîâà

(1 � � �) vt = � � v � (v � r )v � r + f (t; x ); (x; t ) 2 
 � J ; (5)

r � v = 0; (x; t ) 2 
 � J ; (6)

v(x; t ) = 0 ; (x; t ) 2 @
 � J ; (7)

(1 � � �)( v(x; t 0) � v0(x)) = 0 ; x 2 
 : (8)

Çäåñü 
 � Rn
� îãpàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãpàíèöåé @
 êëàññà C1

. Ïàðàìåòð � 2
R, êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðèçóåò óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè, à ïàðàìåòð � 2 R � å¼

âÿçêèå ñâîéñòâà. Âåêòîð-ôóíêöèè v = ( v1; v2; : : : ; vn ) (âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè), r =
(r1; r2; : : : ; rn ) (ãðàäèåíò äàâëåíèÿ) íåèçâåñòíû. ×åðåç J îáîçíà÷åí íåêîòîðûé èíòåðâàë

â R, ñîäåðæàùèé òî÷êó t0 .

Îáîçíà÷èì L2 = ( L2(
)) n
, H1 = ( W 1

2 (
)) n
, H2 = ( W 2

2 (
)) n
. Çàìûêàíèå ëèíåàëà

L = f v 2 (C1
0 (
)) n : r � v = 0g ïî íîpìå L2 îáîçíà÷èì ÷åðåç H � , à ïî íîðìå H1

�

÷åðåç H1
� . Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèÿ H2

� = H1
� \ H2

, H � � îpòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê H � â L2 , � : L2 ! H � , � = I � � � ñîîòâåòñòâóþùèå îpòîïpîåêòîpû.

Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð A = �� , ïðîäîëæåííûé äî çàìêíóòîãî îïåðàòîðà â ïðî-

ñòðàíñòâå H � ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2
� , èìååò âåùåñòâåííûé, îòðèöàòåëüíûé, äèñ-

êðåòíûé, êîíå÷íîêðàòíûé ñïåêòð, ñãóùàþùèéñÿ òîëüêî íà �1 [6]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

f � kg åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çàíóìåðîâàííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè,

à ÷åðåç f ' kg � îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,

êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, îáðàçóåò áàçèñ â H � .

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè (6), ïîëîæèì U = H2
� � H � ; F = L2 = H � � H � :

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò u 2 U èìååò âèä u = ( v; r ) , à f 2 F � âèä f = (� f; � f ) . Òîãäà

ôîðìóëàìè

L =
�

I � �A O
� � �� O

�
; M =

�
�A O

� �� � I

�
: (9)

îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû L; M 2 L (U; F) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M0 ìíîæåñòâî òåõ èíäåêñîâ k , äëÿ êîòîðûõ � k = � � 1
, ÷åðåç M1 �

ìíîæåñòâî N n M0 .
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü �; � 6= 0 , � � 1 2 � (A) , îïåðàòîðû L è M çàäàíû ôîðìóëàìè (9) .

Òîãäà îïåðàòîð M (L; 1)-îãðàíè÷åí, � L (M ) = C n
n

�� k
1� �� k

: � k 6= � � 1
o

, ïðîåêòîðû èìåþò

âèä

P =

0

B
B
B
@

X

k2 M1

h�; ' k i ' k O

��
X

k2 M1

� h�; ' k i ' k

1 � �� k
O

1

C
C
C
A

; Q =

0

B
B
B
@

X

k2 M1

h�; ' k i ' k O

� � ��
X

k2 M1

h�; ' k i ' k

1 � �� k
O

1

C
C
C
A

: (10)

� Èìååì

�L � M =

 
�I � (�� + � )A O

� (�� + � )�� I

!

:

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû M0 íå ïóñòî, à â ñèëó ñâîéñòâ ñïåêòðà îïåðàòîðà A � êîíå÷íî.

Èìååì

�I � (�� + � )A =
X

k2 M1

(� � (�� + � )� k)h�; ' k i ' k �
�
�

X

k2 M0

h�; ' k i ' k ;

ãäå h�; �i � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H � . ×èñëà � k =
�� k

1 � �� k
, k 2 M1 , ñãóùàþòñÿ ê

òî÷êå �
�
�

ïðè k ! 1 â ñèëó ñâîéñòâ ñïåêòðà îïåðàòîðà A , ïîýòîìó îáðàçóþò îãðàíè-

÷åííîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàñòîëüêî áîëüøîå a > 0, ÷òî ïðè j� j > a
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îïåðàòîð H � ! H2

�

(�I � (�� + � )A)� 1 =
X

k2 M1

h�; ' k i ' k

(1 � �� k)
�

� � �� k
1� �� k

� �
�
�

X

k2 M0

h�; ' k i ' k :

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî äëÿ f 2 H �

k(�I � (�� + � )A)� 1f k2
H2

�
� c

1X

k=1

jhf; ' k ij 2 = ckf kH � :

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè j� j > a íåïðåðûâåí îïåðàòîð

��( �I � (�� + � )A)� 1 : H � ! H � ;

à ñëåäîâàòåëüíî, è îïåðàòîð

(�L � M )� 1 =

 
(�I � (�� + � )A)� 1 O

(�� + � )��( �I � (�� + � )A)� 1 I

!

: F ! U:

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð M (L; � ) -îãðàíè÷åí.

Îáîçíà÷èì R = ( �I � (�� + � )A)� 1
. Òîãäà

RL
� (M ) =

 
R(I � �A ) O

(�� + � )�� R(I � �A ) � � �� O

!

=
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=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

X

k2 M1

h�; ' k i ' k�
� �

�� k

1 � �� k

� O

��

0

B
B
@

X

k2 M1

� h�; ' k i ' k

(1 � �� k)
�

� �
�� k

1 � �� k

� � �
X

k2 M0

h�; ' k i ' k

1

C
C
A O

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

LL
� (M ) =

 
(I � �A )R O

� � �� R O

!

=

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

X

k2 M1

h�; ' k i ' k�
� �

�� k

1 � �� k

� O

� � ��

0

B
B
@

X

k2 M1

h�; ' k i ' k

(1 � �� k)
�

� �
�� k

1 � �� k

� �
�
�

X

k2 M0

h�; ' k i ' k

1

C
C
A O

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Îòñþäà ïî ôîðìóëàì èç òåîðåìû 1 (i) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè íåòðóä-

íî íàéòè ïðîåêòîðû (10). Òàêèì îáðàçîì,

U0 = ker P = f (v; r ) 2 H2
� � H � : hv; ' k i = 0; k 2 M1g;

F0 = ker Q = f (v; r ) 2 H � � H � : hv; ' k i = 0; k 2 M1g;

ïîäïðîñòðàíñòâî

U1 = im P =

(

(v; r ) 2 H2
� � H � : hv; ' k i = 0; k 2 M0; r = � ��

X

k2 M1

hv; ' k i ' k

1 � �� k

)

èçîìîðôíî f v 2 H2
� : hv; ' k i = 0; k 2 M0g; à

F1 = im Q =

(

(v; r ) 2 H2
� � H � : hv; ' k i = 0; k 2 M0; r = � � ��

X

k2 M1

hv; ' k i ' k

1 � �� k

)

èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó f v 2 H � : hv; ' k i = 0; k 2 M0g.

Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèì îïåðàòîðû

M � 1
0 =

 
� � 1A � 1 O

�� A � 1 � I

!

; L0 =

0

@
O O

� � ��
P

k2 M0

h�; ' k i ' k O

1

A ;

H =

0

@
O O

� ��
P

k2 M0

h�; ' k i ' k O

1

A :
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî H 2 = O. Ïîýòîìó îïåðàòîð M ÿâëÿåòñÿ (L; 1)-îãðàíè÷åííûì. �
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè � = 0 , òî kerL \ kerM = f 0g � H � , ïîýòîìó ìíîæåñòâî � L (M )

ïóñòî.

Çàìå÷àíèå 3. Èç âèäà ïîëó÷åííîãî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 ïðîåêòîðà P ñëåäó-

åò, ÷òî óñëîâèå (8) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Øîóîëòåðà (4). Äåéñòâèòåëüíî, (8) îçíà÷àåò

ëèøü íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïðîåêöèé âåêòîðà ñêîðîñòè íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ' k , íå

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � � 1
. Ïî íèì îïðåäåëÿòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ

äëÿ ñîîòâåòñâóþùèõ êîìïîíåíò r ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà U1
.

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî U0
ðàçðåøàþùåé ãðóïïû îïåðàòîðîâ ñèñòåìû (5)-(7) ïðè � � 1 2

� (A) îêàçûâàåòñÿ øèðå, ÷åì â ñëó÷àå � � 1 =2 � (A) , ðàññìîòðåííîì â ðàáîòå [2]. Ýòî

íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 7 î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáîáùåííîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èç ðàáîòû [2], ïîñêîëüêó

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 3 èç [2] íóæíî, ÷òîáû íåëèíåéíûé îïåðàòîð â óðàâíåíèè (5)

íå çàâèñåë íå òîëüêî îò r , êàê â [2], íî è îò ïðîåêöèé âåêòîðà ñêîðîñòè íà ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè ' k , ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � � 1
.

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ (v; r ) = (0 ; f ) ñèñòåìó óðàâíå-

íèé Îñêîëêîâà â ñëó÷àå � � 1 2 � (A)

(1 � � �) vt = � � v � r + f (t; x ); (x; t ) 2 
 � J ; (11)

r � v = 0; (x; t ) 2 
 � J ; (12)

ñíàáæåííóþ íà÷àëüíûì è êðàåâûì óñëîâèÿìè (7), (8).

Òåîðåìû 2 è 3 ñðàçó âëåêóò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü �; � 6= 0 , � � 1 2 � (A) , t0 2 J , v0 2 H � . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 2 J ,

t1 > t 0 , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v 2 C1(J ; H2
� ) , r 2 C1(J ; H � ) çàäà÷è (7), (8),

(11), (12) .

4. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû ëèíåé-

íîé ÷àñòè ñèëüíî âûðîæäåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Îñêîëêîâà. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî,

÷òî íåëèíåéíàÿ ñèëüíî âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà íå ïîääàåòñÿ ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ, èñ-

ïîëüçîâàííûì äëÿ èçó÷åíèÿ åå îáû÷íîãî âàðèàíòà àâòîðàìè â [2]. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåàðèçîâàííîé ñèëüíî âûðîæäåííîé ñèñòåìû Îñêîëêîâà.
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part of the system. Unique solvability theorem to initial b oundary value problem for the linearized
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ÌÀÒÐÈÖÛ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

À.Þ. Äóïëèùåâà

Âîðîíåæñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,

ïë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1, Âîðîíåæ, 394006, Ðîññèÿ, e-mail: dup_ayu@mail.ru

Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîñòîÿíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíà òåîðåìà îá ýê-

âèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà è ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà ñïåöèàëüíîãî òèïà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè, ÿäðî, îáðàç, äîïîëíÿåìîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, End X � áàíàõî-

âà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ (ýíäîìîðôèçìîâ), äåéñòâóþùèõ â X ñ

íîðìîé jjAjj = sup
jj x jj� 1

jjAx jj , x 2 X , A 2 End X . Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ

îáðàòèìûì, åñëè åãî ÿäðî Ker A = f x 2 X : Ax = 0g íóëåâîå è îáðàç Im A = f Ax; x 2 Xg
îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X . Äàëåå, ñèìâîëîì J îáîçíà÷èì îäíî èç

ìíîæåñòâ Jd èëè Jc , ãäå Jd 2 f Z; Z+ g è Jc 2 f R; R+ g ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì Z+ = N[f 0g
è R+ = [0; 1 ) . Ñèìâîëîì lp = lp(Jd; X); ãäå p 2 [1; 1 ); îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ èç êîìïëåêñíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X , ñóììèðóåìûõ

ñî ñòåïåíüþ p äëÿ p 2 [1; 1 ) è îãðàíè÷åííûõ ïðè p = 1 ; ñ íîðìîé

jj xjj p =
� X

k2 Jd

jj x(k)jj p
� 1=p

; x 2 lp; p 2 [1; 1 ); jj xjj 1 = sup
k2 Jd

jj x(k)jj ; x 2 l1 :

Ñèìâîëîì c0 = c0(Jd; X) îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x 2 l1 ñî ñâîéñòâîì lim
k!1

jj x(k)jj = 0:

Äàëåå, ñèìâîëîì Cb;u = Cb;u(Jc; X) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Jc , ñî çíà÷åíèÿìè â X è íîðìîé jj xjj =
sup
t2 Jc

jj x(t)jj , ñèìâîëîì C0 = C0(Jc; X ) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x 2 Cb;u ñî

ñâîéñòâîì lim
j t j!1

jj x(t)jj = 0 (èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè).

Íàêîíåö, äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ñèâîëîì F(J; X) ëþáîå èç ââåäåííûõ â ðàññìîòðå-

íèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ (èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü F 2 f lp; l1 ; c0; Cb;u; C0g).

Êðîìå òîãî, â ïðîñòðàíñòâå F(J; X) ðàññìîòðèì èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð ñäâèãà

âèäà:

(Sx)(t) = x(t + 1) ; t 2 J; x 2 F(J; X); S 2 End F(J; X):

Çàìå÷àíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî F(J; X) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.
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2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå F(J; X) ðàçíîñòíîå óðàâíå-

íèå âèäà:

x(t + 2) + B1(t)x(t + 1) + B2(t)x(t) = f (t); t 2 J; x; f 2 F(J; X); (1)

ãäå

B i 2 l1 (J; EndX); i = 1; 2; åñëè J = Jd ;

B i 2 Cb(J; EndX); i = 1; 2; åñëè J = Jc :

Ïóòåì çàìåíû

x1(t) = x(t);
x2(t) = x(t + 1) :

(2)

ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà (1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà:

y(t + 1) + B(t)y(t) = ~f (t); t 2 J; x; ~f 2 F(J; X � X) ; (3)

ãäå ôóíêöèÿ

B 2 l1 (J; End(X � X)); åñëè J = Jd;

B 2 Cb(J; End(X � X)); åñëè J = Jc;

èìååò âèä:

B(t)y(t) =
�

S(1) � I
B2(t) S(1) + B1(t)

� �
y1(t)
y2(t)

�
;

y(t) =
�

x1(t)
x2(t)

�
; ~f (t) =

�
0

f (t)

�
; t 2 J :

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ x 2 F(J; X ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà y 2 F(J; X � X ) , ïîñòðîåííûé ïî ïðàâèëó (2), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (3).

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

Dx = f ;

ãäå îïåðàòîð D 2 End F(J; X) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

D = S2 + B1S + B2 ;

Òî÷íî òàêæå çàïèøåì â îïåðàòîðíîé ôîðìå óðàâíåíèå (3):

Dx = ~f ;

ãäå îïåðàòîð D 2 End (J , End X � X) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå:

D = S+ B :
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà S èìååò âèä:

S =
�

S 0
0 S

�
:

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîïðîñ: íàñêîëüêî îïåðàòîðû D è D îáëàäàþò îäè-

íàêîâûìè ñâîéñòâàìè â âîïðîñàõ ñòðîåíèÿ ÿäðà, îáðàçà è ñâîéñòâ îáðàòèìîñòè.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå (ñì. òàêæå [1], [2]).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A 2 EndX . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1). Ker A = 0 ( ò.å. îïåðàòîð A èíúåêòèâåí );

2). 1 � n = dim Ker A < 1 ;

3). Ker A � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X (dim Ker A = 1 );

4). Ker A � äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X ;

5). Im A = Im A ( îáðàç îïåðàòîðà A çàìêíóò ), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïîëîæèòåëüíîñòè

âåëè÷èíû ( ìèíèìàëüíîãî ìîäóëÿ îïåðàòîðà A )

 (A) = inf
x2 D (A)nKer A

jjAxjj
dist(x; KerA)

;

ãäå dist (x; KerA) = inf
x02 Ker A

jj x � x0jj � ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x äî ïîäïðîñòðàíñòâà Ker A .

6). Îïåðàòîð A êîððåêòåí ( ðàâíîìåðíî èíúåêòèâåí ), ò.å. Ker A = 0 è  (A) > 0;

7). Im A � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè

co dim Im A = m � 1;
8). Im A � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X áåñêîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè

(co dim Im A = 1 );

9). Im A � çàìêíóòîå äîïîëíÿåìîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî;

10). Im A = X ( A � ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð );

11). Îïåðàòîð A îáðàòèì.

Åñëè äëÿ îïåðàòîðà A âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ èç ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé S = i1; : : : ; ik ;
ãäå 1 = i1 < i 2 < � � � < i k � 11, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð A íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

îáðàòèìîñòè S. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà A îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

St inv (A):

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ D 2 End (J; X) è D 2
End F(J; X � X) ñîâïàäàåò, ò.å.

Stinv D = St inv D :

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü A; B 1; B2 � îïåðàòîðû èç End X . Ïî

íèì ïîñòðîèì îïåðàòîð âèäà:

A = A2 + B1A + B2 : (4)

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì A , ðàññìîòðèì îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé

�
A � I
B2 A + B1

�
; (5)
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ò.å. Ax = ( Ax 1 � x2; B2x1 + Ax 2 + B1x2); ãäå x = ( x1; x2) 2 X � X:
Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, äëÿ çàäàíèÿ îïåðàòîðà A áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü:

A
�

x1

x2

�
=

�
A � I
B2 A + B1

� �
x1

x2

�
=

�
Ax 1 � x2

B2x1 + Ax 2 + B1x2

�
:

Ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû A è A ïðèíàäëåæàò àëãåáðå îïåðàòîðîâ âèäà D è D
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ A è A ñîâïàäàåò:

Stinv A = St inv A:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-

íèÿ:

Ëåììà 1. ßäðà îïåðàòîðîâ A è A èçîìîðôíû, ïðè÷åì èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåò

îïåðàòîð:

x 7! (x; Ax ) : X ! X � X :

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1 ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 1. dim Ker A = dim Ker A:

Èç ñëåäñòâèÿ 1 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèÿ 1-3 èç ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé S âûïîëíåíû äëÿ îïåðàòîðà A
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè âûïîëíåíû äëÿ îïåðàòîðà A .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÿäðà îïåðàòîðîâ A è A ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïîäïðîñòðàí-

ñòâàìè.

Ëåììà 2. ßäðî îïåðàòîðà A äîïîëíÿåìîå òîãäà è òîëüêî òîãäà. êîãäà ÿäðî îïåðà-

òîðà A äîïîëíÿåìîå, ïðè÷åì ïðîåêòîð íà ÿäðî îïåðàòîðà A è A èìååò âèä

P = P11 + P22A ;

P =
�

P 0
AP 0

�

ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ëåììû 2 íåìåäëåííî ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 4 èç ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé S.

Ëåììà 3. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò z 2 X ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà A òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (0; z) 2 X � X ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà A:

Ëåììà 4. Ïàðà (y1; y2) 2 X � X ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âåêòîð y2 + ( A + B1)y1 ïðèíàäëåæèò îáðàçó îïåðàòîðà A:
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Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 5 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

Ëåììà 5. Îáðàç îïåðàòîðà A çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóò îáðàç

îïåðàòîðà A:

Ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà 9 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåììû

Ëåììà 6. Îáðàç îïåðàòîðà A äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îáðàç îïåðàòîðà A äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì ïðîåêòîð íà îáðàç îïå-

ðàòîðà A è A èìååò âèä

P = P22 + ( A + B1)P12 ;

P =
�

I 0
� (I � P)(A + B1) P

�
;

ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèòåðàòóðà

1. Áàñêàêîâ À.Ã. Èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäàìè ñïåê-

òðàëüíîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è ëèíåéíûõ îòíîøåíèé // Óñïåõè Ìàòåìàòè-

÷åñêèõ Íàóê. � 2013. � 68, •1(409).; � C.77-128.

2. Áàñêàêîâ À.Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííû-

ìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ è ïîëóãðóïïû ðàçíîñòíûõ

îòíîøåíèé // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà. � 2009. � 73, •2. � C.3-68.

3. Áàñêàêîâ À.Ã. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ / Âîðîíåæ.: ÂÃÓ, 1987.

SECOND ORDER MATRICES AT THE RESEARCHING

OF OPERATOR EQUATIONS

A.Yu. Duplishcheva

Universitetskaya Sq., 1, Voronezh, 394006, Russia. e-mail: dupl_ayu@mail.ru

Abstract. The concept of linear op erators states is intro duced. The theorem ab out the state

equivalence of the de�nite di�erence op erator and the matrix op erator of sp ecial typ e is obtained.

Key words: set of invertibility states, kernel, image, complemented space, di�erence op erators.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 17

MSC 31B10

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ ÍÀ C(D) ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åí êðèòåðèé îïðåäåëåííîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ìíîãîìåðíûìè

÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îïðåäåëåííûõ íà ïàðàëëåëå-

ïèïåäàõ D = [ a1; b1] � [a2; b2] � � � � � [an ; bn ].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíûé èíòåãðàë Ñòèëüòüåñà, òåîðåìà Ðàäîíà, îïåðàòîð ñ ÷àñò-

íûìè èíòåãðàëàìè, íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ.

1. Ââåäåíèå. Ñòàòüÿ ñîäåðæèò óñëîâèÿ îïðåäåëåííîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ìíîãîìåð-

íûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íà ïðîñòðàíñòâå C(D) , ãäå D = [ a1; b1] � [a2; b2] � � � � � [an ; bn ].

Ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Þ. Àïïåëëÿ, Ï. Ï. Çàáðåéêî, À. Ñ. Êàëèòâèíà, Â.À. Êàëèòâèíà, Å.Â. Ôðî-

ëîâîé è äðóãèõ àâòîðîâ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåéñòâèÿ â C(T � S) îïåðàòîðîâ ñîäåðæàòñÿ â

ðàáîòàõ [1, 2-4], ãäå T è S � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â Rm
è Rn : Êðèòåðèè äåéñòâèÿ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â C([a; b] � [c; d]) ïðèâåäåíû â [1, 2, 4], à â îáùåì ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâà C(T � S) íåèçâåñòíû. Íåèçâåñòíû îíè è â ñëó÷àå C(D1 � D2 � � � � � Dn ) , ãäå D i

� êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Òåì íå ìåíåå, â íàñòîÿùåé ñòàòüå êðèòåðèé äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ

óñòàíîâëåí â ñëó÷àå D i = [ ai ; bi ]; à ïðè åãî ïîëó÷åíèè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà Ðà-

äîíà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå C(D)
â âèäå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà.

2. Ìíîãîìåðíûé èíòåãðàë Ñòèëüòüåñà. Òåîðåìû Ðèññà è Ðàäîíà. Ïóñòü â n -

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí ïàðàëëåëåïèïåä [a1; b1] � [a2; b2] � � � � � [an ; bn ]. Îïðåäåëèì âåð-

øèíó v äàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà êàê òî÷êó � , äëÿ êîòîðîé êàæäàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà ëè-

áî ai , ëèáî bi . Ïàðàëëåëåïèïåä [a1; b1] � [a2; b2] � � � � � [an ; bn ] ìîæíî çàäàòü ïî äâóì òî÷-

êàì a = ( a1; a2; : : : ; an ) è b = ( b1; b2; : : : ; bn ) ñ íàèìåíüøèìè è íàèáîëüøèìè êîîðäèíàòà-

ìè ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó îáîçíà÷èì åãî Dab = D . Ïóñòü íà D çàäàíû äâå îãðàíè÷åííûå

ôóíêöèè f (� ) è g(� ) , ãäå � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) , ãäå � i 2 [ai ; bi ], 8i = 1; n . Ðàçîáüåì ïàðàëëå-

ëåïèïåä ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ÷àñòè Dk ãèïåðïëîñêîñòÿìè yi = � ik i , ïðîõîäÿùèìè ÷å-

ðåç òî÷êè ai = � i 0 < � i 1 < : : : < � im i = bi , i = 1 � n , ãäå k = ( k1; k2; : : : ; kn ) � ìóëü-

òèèíäåêñ, ki � íîìåð òî÷êè ðàçáèåíèÿ � ik i i -ãî îòðåçêà, ki = 1 ; 2; : : : ; mi , ÷èñëî âñåõ ïà-

ðàëëåëåïèïåäîâ Dk ðàâíî

Q

i
mi . Ïîëîæèì � = max � k , ãäå � k � äèàìåòð ïàðàëëåëåïèïåäà

Dk =
nQ

i =1
[� i (k i � 1); � ik i ] = D � i ( k i � 1) � ik i

, ki = 1 ; 2; : : : ; mi . � íàçîâåì äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ. Îáî-

çíà÷èì Nk (v) êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò âèäà � i (k i � 1) (ëåâûå êîíöû îòðåçêîâ [� i (k i � 1) ; � ik i ]) ñðåäè

êîìïîíåíò âåêòîðà v . Âåëè÷èíà � kg(� ) =
P

v
(� 1)N k (v)g(v) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè g(� ) íà

ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå Dk . Ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì 2n
âåðøèíàì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò •1.4407.2011).
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Âûáåðåì â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå Dk òî÷êó � k = ( � 1k1 ; � 2k2 ; : : : ; � nk n ) , ãäå � ik i 2 [� i (k i � 1) ; � ik i ],

è ñîñòàâèì n - ìåðíóþ èíòåãðàëüíóþ ñóììó Ñòèëüòüåñà

� =
m1X

k1=1

m2X

k2=1

: : :
mnX

kn =1

f (� k ) � kg(� ):

Êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì � ïðè � ! 0 íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ñòèëüòüåñà

ôóíêöèè f (� ) ïî ôóíêöèè g(� ) è îáîçíà÷àåòñÿ

b1Z

a1

b2Z

a2

: : :

bnZ

an

f (� ) dg(� ) = lim
� ! 0

� = J: (1)

Ôóíêöèÿ f (� ) â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå D èíòåãðèðóåìà ïî ôóíêöèè g(� ) , åñëè

èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(� ) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì n -ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå D . Ðàçîáüåì

ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ÷àñòè ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè

÷åðåç òî÷êè ai = � i 0 < � i 1 < : : : < � i (k i � 1) < � ik i < : : : < � im i = bi , i = 1 � n . Èç àáñîëþòíûõ

âåëè÷èí ïðèðàùåíèé ôóíêöèè g(� ) , îòâå÷àþùèõ îòäåëüíûì ÷àñòÿì, îáðàçóåì ñóììó

� =
m1X

k1=1

m2X

k2=1

: : :
mnX

kn =1

j� kg(� )j ; (2)

ãäå � kg(� ) =
P

v
(� 1)N k (v)g(v) . Åñëè ìíîæåñòâî ñóìì (2) îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ôóíêöèÿ g(� ) â

ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå D èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå. Ïðè ýòîì âåðõíþþ ãðàíü

ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò ïîëíûì èçìåíåíèåì ôóíêöèè â óêàçàííîì ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàë-

ëåëåïèïåäå è îáîçíà÷àþò VD g = supf � g.

Ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè

ñâîéñòâàì ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì.

Äëÿ n -ìåðíîãî èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå èçâåñòíûì ôàê-

òàì äëÿ îäíîìåðíîãî è äâóìåðíîãî èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà: òåîðåìû î ñðåäíåì, îöåíêè, òåîðåìû

î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è äðóãèå.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ òàê æå êàê â [5, 6] ïðè n = 1 : Ïðè n = 2 äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû Ðàäîíà ïðèâåäåíî â [2, 4].

Ïóñòü Da� = [ a1; � 1] � [a2; � 2] � � � � � [an ; � n ], ãäå � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) 2 D , à D = [ a1; b1] �
[a2; b2] � � � � � [an ; bn ].

Òåîðåìà 1. Âñÿêèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f (x) , îïðåäåëåííûé íà C(D) , ìîæåò áûòü îïðå-

äåëåí äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé

� � (� ) =

(
1; � 2 Da� ;

0; � 2 DnDa�

è äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç íèõ,

pX

l=1

al � � l (� ) (al � ïîñòîÿííûå );

òàê, ÷òî áóäóò ñîáëþäåíû óñëîâèÿ:
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1. Ôóíêöèîíàë ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç � � (� ) .

2. Ôóíêöèîíàë ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè â ñëåäóþùåé ôîðìå: åñëè ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè èç � � (� ) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(� ) , òî è çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèîíàëà äëÿ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòðåìÿòñÿ ê f (x) .

Òåîðåìà 2 (Ðèññ). Îáùàÿ ôîðìà ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f (x) â ïðîñòðàí-

ñòâå C(D) äàåòñÿ ôîðìóëîé

f (x) =
Z

D

x(� ) dg(� ) (3)

â âèäå èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà, ãäå g(� ) � ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì, ïðè÷åì kf k 6
VD g.

Ôóíêöèþ g(� ) , äëÿ êîòîðîé kf k = VD g(� ); ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

g(� ) =

8
>><

>>:

f (x � ) ïðè � 2
nQ

i =1
(ai ; bi ];

0 ïðè � 2 Dn
nQ

i =1
(ai ; bi ];

ãäå

x � (� ) =

(
1 ïðè � 2 Da� ;

0 ïðè � 2 DnDa� ;
; � 2

nY

i =1

(ai ; bi ] :

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ g(t; � ) , èìåþùóþ îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ ïî � ïðè êàæäîì

t 2 D , íàçîâåì ñëàáî íåïðåðûâíîé ïî t , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tp òî÷åê èç D ,

ñõîäÿùåéñÿ ê t , è ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x(� ) , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
p!1

Z

D

x(� ) d� g(tp; � ) =
Z

D

x(� ) d� g(t; � ) : (4)

Òåîðåìà 3 (Ðàäîí). Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A , äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå

C(D) , äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà

(Ax ) ( t) =
Z

D

x(� ) dg(t; � ); (5)

ãäå g(t; � ) � ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì ïî � è ñëàáî íåïðåðûâíàÿ ïî t .

� Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà C(D) è t = ( t1; t2; : : : ; tn ) 2
D � ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, òî A(t)x � (Ax )( t) � ëèíåéíûé íåïðåðûâ-

íûé ôóíêöèîíàë íà C(D) , äëÿ êîòîðîãî ïî òåîðåìå Ðèññà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(t; � ) îãðàíè-

÷åííîé âàðèàöèè ïî � òàêàÿ, ÷òî

A(t)x � (Ax )( t) =
Z

D

x(� ) d� g(t; � ) :
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Ïðè èçìåíåíèè t â D çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè A(t)x îïðåäåëèòñÿ ïîñëåäíèì ðàâåí-

ñòâîì, ò.å. ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà

Ñòèëüòüåñà îò ôóíêöèè x(� ) ñ èíòåãðèðóþùåé ôóíêöèåé g(t; � ) îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïî

� . Îñòàëîñü ïîêàçàòü ñëàáóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g(t; � ) ïî t . Òàê êàê (Ax )( t) � íåïðå-

ðûâíàÿ íà D ôóíêöèÿ, òî 8t; t p 2 D; ãäå tp , p 2 N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùàÿñÿ ê t , èìååì

lim
p!1

(Ax )( tp) = ( Ax )( t) , èëè

lim
p!1

Z

D

x(� ) d� g(tp; � ) =
Z

D

x(� ) d� g(t; � );

òî åñòü, g(t; � ) ñëàáî íåïðåðûâíà ïî t .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â ðàâåíñòâå (5) ôóíêöèÿ g(t; � ) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ ïî

� è ñëàáî íåïðåðûâíà ïî t . Ïîêàæåì, ÷òî A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà C(D) .

Ïóñòü x(� ) � íåïðåðûâíàÿ íà D ôóíêöèÿ. Ïðè êàæäîì t 2 D èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (5)

êîíå÷åí, òàê êàê ôóíêöèÿ g(t; � ) èìååò îãðàíè÷åííîå èçìåíåíèå ïî � ïðè ôèêñèðîâàííîì t .

Òîãäà ðàâåíñòâîì (5) îïðåäåëåí îïåðàòîð A íà C(D) . Èç ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè g(t; � ) ïî t ,

ïîëó÷àåì (Ax )( tp) ! (Ax )( t) ïðè tp ! t , ãäå tp 2 D , t 2 D . Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïåðåâîäèò â íåïðåðûâíûå, ò.å. îïåðàòîð A äåéñòâóåò â C(D) . Èç ñâîéñòâ

èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà âûòåêàåò ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A . Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí.

Ïóñòü ñíîâà t 2 D � ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ðèññà,

ôóíêöèîíàë

A(t)x � (Ax )( t) =
Z

D

x(� ) d� g(t; � )

íåïðåðûâåí íà C(D) è íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ĝ(t; � ) îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïî � òàêàÿ, ÷òî

A(t)x � (Ax )( t) =
Z

D

x(� ) d� ĝ(t; � )

è kA(t)k = VD ĝ(t; �) = V (t) . Èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè V(t) ïî t íà D , âûòå-

êàåò íåðàâåíñòâî V (t) � V ïðè 8t 2 D . Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî, â ïðÿìîóãîëüíèêå D
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê tp ! t0 2 D , â êîòîðîé V(tp) ! 1 . Òàê êàê ïðè êàæäîì

p

A(tp)x � (Ax )( tp) =
Z

D

x(� ) d� ĝ(tp; � )

� íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ñ íîðìîé kA(tp)k = V(tp) ! 1 ïðè p ! 1 , òî, ïî

ïðèíöèïó ñãóùåíèÿ îñîáåííîñòåé [7], ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà D ôóíêöèÿ � (� ) , äëÿ êîòîðîé

jA(tp)� j =

�
�
�
�
�
�

Z

D

� (� ) d� ĝ(tp; � )

�
�
�
�
�
�

! 1 :

Òîãäà �
�
�
�
�
�

Z

D

� (� ) d� g(tp; � )

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

Z

D

� (� ) d� ĝ(tp; � )

�
�
�
�
�
�

! 1 ;
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè ïî t â òî÷êå t0 ôóíêöèè g(t; � ) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî V(t) � V äëÿ ëþáîé òî÷êè t 2 D , è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ñòèëü-

òüåñà, ïîëó÷èì

j(Ax )( t)j =

�
�
�
�
�
�

Z

D

x(� ) d� g(t; � )

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

Z

D

x(� ) d� ĝ(t; � )

�
�
�
�
�
�

�

� VD ĝ(t; �)kxk = V(t)kxk � Vkxk:

Òîãäà kAx k = max
D

j(Ax )( t)j � Vkxk è îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A äîêàçàíà. �

3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè íàçûâà-

åòñÿ îïåðàòîð

(Kx )( t) = k1(t)x(t) +
2nX

i =2

Z

D i

ki (t; Si )x(si ) dSi ; (6)

ãäå ki : D � D i ! R � èçìåðèìûå ôóíêöèè, èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà (n > 2),

t = ( t1; t2; : : : ; tn ) 2 Rn
, T1; T2; : : : ; T2n

� ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà � = f � 1; � 2; : : : ; � ng, ãäå

T1 = ? , T2 = f � 1g; : : : ; T2n = � . Si è dSi � íàáîð ïåðåìåííûõ � j èç Ti è èõ äèôôåðåíöèàëîâ

d� j ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð si ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîìïîíåíò âåêòîðà t ñîîòâåòñòâóþùèìè

ýëåìåíòàìè Ti . D i � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ [aj ; bj ], íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû � j 2 Ti .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü è äðóãóþ ôîðìó çàïèñè îïåðàòîðà K

(Kx )( t) = k1(t)x(t) +
X

�

Z

D �

k� (t; S� )x(s� ) dS� ; (6� )

ãäå � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) � ìóëüòèèíäåêñ, ïðè÷åì � j ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 èëè 1 ïðè j =

1; : : : ; n , D � =
nQ

j =1
[aj ; bj ]� j

. Â ñëó÷àå [ak ; bk ]0 îòðåçîê [ak ; bk ] èñêëþ÷åí èç äåêàðòîâà ïðîèç-

âåäåíèÿ. Åñëè â ôîðìóëå (6) ïîðÿäîê ìíîæåñòâ D i ; (i = 1; 2n ) óñëîâíûé, òî â ( 6�
) ïîðÿäîê

îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèèíäåêñîì � ïî ýëåìåíòàì � j .

Òåîðåìà 4 [1-4]. Åñëè îïåðàòîð K äåéñòâóåò â C (D) , òî îí íåïðåðûâåí.

Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ki (t; Si ) ïðèíàäëåæèò C(L 1(D i )) , åñëè

sup
D

Z

D i

jki (t; Si )j dSi = L i < 1

è äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò � > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà kt � t0k < � ñëåäóåò

Z

D i

jki (t; Si ) � ki (t0; Si )j dSi < " :

Òåîðåìà 5 [1-4]. Ïóñòü ôóíêöèÿ k1(t) íåïðåðûâíà íà D è ki (t; Si ) 2 C(L 1(D i )) ïðè i =
2; 3; : : : ; 2n

. Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà C(D) .
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Òåîðåìà 5 ñïðàâåäëèâà â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ki (t; Si ) , åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 6 [1, 4]. Ïóñòü kki (t; �)kL pi � A i < 1 ( 1 < i � 2n
), ãäå t 2 D , 1 < p i < 1 , A i �

íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, è ïóñòü ÿäðà ki (t; Si ) èìåþò ðàçðûâû òîëüêî âäîëü êîíå÷íîãî ÷èñëà

ïîâåðõíîñòåé � Si = ' Si (t) , ãäå � Si � íàáîð � j èç ïîäìíîæåñòâà Ti ìíîæåñòâà f � 1; � 2; : : : ; � n g,

' Si (t) � íàáîð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ' j
Si

(t) òàêèõ, ÷òî Ti 3 � j = ' j
Si

(t) . Òîãäà ÿäðà ki (t; Si )
ïðèíàäëåæàò C(L 1(D i )) :

4. Êðèòåðèé äåéñòâèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòå-

ãðàëàìè. Òåîðåìû 5 è 6 ñîäåðæàò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåéñòâèÿ â C(D) îïåðàòîðà K: Ïðè-

âåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè åãî äåéñòâèÿ â C(D): Ïðè ïîëó÷åíèè

òàêèõ óñëîâèé ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà Ðàäîíà.

Ðàññìîòðèì âñþäó ïëîòíîå â C(D) ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé

x � =
nY

j =1

x � j
� j

(� j ) ; x � j (� j ) =

(
� j � � j ïðè � j � � j ;

0 ïðè � j > � j :

è ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Z

D

f (� ) dg(� ) =
2nX

i =1

(� 1)dim D i

8
><

>:

Z

D i

g(� ) df (� )

�
�
�
�
�
�
D i

9
>=

>;
;

ãäå D i =
Q

[aj ; bj ], 1 � j � n , D1 = ? , D2 = [ a1; b1], D3 = [ a2; b2], : : : , Dn+1 = [ an ; bn ],

Dn+2 = [ a1; b1]� [a2; b2] = D2 � D3 è ò.ä., D i � D i = D , ïðè÷åì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå (ïðè

i = 1 ) èìååò âèä (g(� )f (� )) jD = f (g(� )f (� )) jb1
a1

� � � g
�
�
�
bn

an
= � D (gf ) . Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó â âèäå

Z

D
f (� ) dg(� ) =

X

�

(� 1)dim D �

( Z

D �

g(� ) df (� )

�
�
�
�
D �

)

;

ãäå D � � D � = D . Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äàåò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Z

D

1dg(� ) = � D g(� ) = B;

Z

D

x � dg(� ) =
X

�

(� 1)dim D � a�

8
>>><

>>>:

Z

D � a�

g(� ) dx�

�
�
�
�
�
�
�

�D � a�

9
>>>=

>>>;

= B � ;

(7)

ãäå D � a� =
nQ

j =1
[aj ; � j ]� j

, D � a� � �D � a� = Da� . Da� � ïàðàëëåëåïèïåä, âåðøèíàìè ñ íàèìåíüøèìè

è íàèáîëüøèìè êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè a è � , êîîðäèíàòû

îñòàëüíûõ 2n � 2 âåðøèí ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíàöèåé êîîðäèíàò òî÷åê a è � .
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Ïóñòü

g(t; � ) = k1(t)� (t; � ) +
X

�

Z

D � a�

k� (t; �S� ) d �S� � (s� n S� ; � n S� ); (8)

ãäå D � a� =
nQ

j =1
[aj ; � j ]� j

, � j = 0 èëè 1;

�S� � íàáîð ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ �� j ,

� (s� n S� ; � n S� ) =

(
1; 8j � j � t j > a j èëè � j > t j = aj ;

0; 9j � j < t j èëè � j = t j = aj :

Î÷åâèäíî, ÷òî g(t; vk ) = 0 ( k = 1 ; : : : ; 2n � 1), ãäå vk � âåðøèíû ïàðàëëåëåïèïåäà D =
nQ

i =1
[ai ; bi ], ïðè k = 2 n v2n = b;

g(t; b) = k1(t) +
X

�

Z

D �

k� (t; S� ) dS� :

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (8) â ôîðìóëû (7), ïîëó÷èì

B (t) = k1(t) +
X

�

Z

D �

k� (t; S� ) dS� ;

B � (t) =
Z

D

x � dg(� ) =
X

�

(� 1)dim D � a�

8
>>><

>>>:

Z

D � a�

g(t; � ) dx�

�
�
�
�
�
�
�

�D � a�

9
>>>=

>>>;

:

(9)

Ïóñòü

 (t) = jk1(t)j +
X

�

Z

D �

jk� (t; S� )j dS� : (10)

Òåîðåìà 7. Ëèíåéíûé îïåðàòîð K äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå C(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � ôóíêöèè B (t) è B � (t) íåïðåðûâíû, à ôóíêöèÿ  (t) îãðàíè÷åíà.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé îïåðàòîð K íåïðåðûâåí è åãî íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

kK k = sup
D

 (t) : (11)

� Ïóñòü îïåðàòîð K äåéñòâóåò â C(D) . Òîãäà ïî òåîðåìå 4 îí íåïðåðûâåí â C(D) , à ïî

òåîðåìå 3 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà

(Kx ) ( t) =
Z

D

x(� ) dg(t; � ) ;

ãäå ôóíêöèè g(t; � ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (8), èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ ïî � è ñëàáî

íåïðåðûâíà ïî t . Òàê êàê ôóíêöèÿ g(t; � ) ñëàáî íåïðåðûâíà ïî t , òî ôóíêöèÿ (9) íåïðåðûâ-

íà, à îãðàíè÷åííîñòü åå âàðèàöèè ïî � è ðàâåíñòâà VD g(t; � ) =  (t) âëå÷åò îãðàíè÷åííîñòü
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ôóíêöèè  . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà VD g(t; � ) =  (t) âûáåðåì òî÷êè p = ( p1; p2; : : : ; pn )
è q = ( q1; q2; : : : ; qn ) òàêèå, ÷òî pi < t i < q i , ãäå t = ( t1; t2; : : : ; tn ) � ôèêñèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ

òî÷êà èç D , ò.å. Dap � Dat � Daq , òîãäà ïàðàëëåëåïèïåä D òî÷êàìè p è q ðàçáèâàåòñÿ íà 3n

ïàðàëëåëåïèïåäîâ: D1 , D2 , . . . , D3n
. Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè g íà D áóäåò ðàâíà ñóììå

ïîëíûõ åå âàðèàöèé íà ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëåïèïåäàõ ðàçáèåíèÿ VD g =
3nP

k=1
VD k g. Ó÷èòûâàÿ

ôîðìóëó [8]

VD F =
Z

D

jf (� )j d�; ãäå F (t) =

tZ

a

f (� ) d� ;

ãäå f (� ) � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà D , è âû÷èñëÿÿ VD k g (k = 1 ; 2; : : : ; 3n ) ïðè óñëîâèè, ÷òî

pi ! t i , qi ! t i ( p ! t , q ! t ), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

VD g = lim
p; q! t

3nX

k=1

VD k g = jk1(t)j +
nX

j =1

1X

� j =0

1X

� j =0

Z

D ( �;� )

jk(�;� ) (t; S(�;� ) )j dS(�;� ) ; (12)

ãäå D (�;� ) =
nQ

j =1

�
[aj ; t j ]� j � [t j ; bj ]� j

	
, � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) , � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) . Ïðè ýòîì èñ-

êëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé � j = � j = 1 , à òàêæå ñëó÷àé 8j � j = � k = 0 , ò.å. ñóùåñòâóåò � j èëè � k

ðàâíîå 1, ò.ê. ïðè âñåõ íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ � j è � k ïîëó÷èì ôóíêöèþ jk1(t)j .

Èç ðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò, ÷òî VD g =  (t) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (12) äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî

lim
p; q! t

VD k g =
Z

D ( �;� )

jk(�;� ) (t; S(�;� ) )j dS(�;� ) : (13)

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä Dpq =
nQ

i =1
[pi ; qi ]. Çäåñü g(t; � ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì (8). Äëÿ 8" > 0 âûáåðåì òàêîå ðàçáèåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà Dpq íà ÷àñòè, ÷òî j� � VD pq gj <

"=2, ãäå � =
m1P

k1=1

m2P

k2=1
: : :

mnP

kn =1
j� kg(� )j . Èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëîâ è îïðåäåëå-

íèÿ ôóíêöèé � ïðè p; q ! t ïîëó÷èì j� � j k1(t)jj < "
2 . Òîãäà jVD pq g� j k1(t)jj < " . Òàêèì îáðàçîì

ïîêàçàíî, ÷òî ïðè � = (0 ; 0; : : : ; 0) è � = (0 ; 0; : : : ; 0) èìååò ìåñòî

lim
p; q! t

VD ( �;� ) g =
Z

D ( �;� )

jk(�;� ) (t; S(�;� ) )j dS(�;� ) = jk1(t)j :

Ðàâåíñòâî (13) äëÿ îñòàâøèõñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ D (�;� ) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì � ôóíêöèè (9) íåïðåðûâíû, à ôóíêöèÿ (10) îãðàíè÷åíà. Òîãäà ôóíê-

öèÿ g(t; � ) ñëàáî íåïðåðûâíà ïî t è èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ ïî � , ÷òî ïî òåîðåìå Ðàäîíà

âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü äåéñòâèÿ îïåðàòîðà K â C(D) . Äîêàæåì ðàâåíñòâî (11). Ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t (Kx )( t) � ôóíêöèîíàë íà C(D) . Ïî òåîðåìå Ðàäîíà, çíà÷åíèå

kK k = sup
D

k(Kx )( t)k :
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t èìååò ìåñòî VD g(t; � ) = k(Kx )( t)k. Ïóñòü

x � (u) =

(
1 ïðè u 2 Da� ;

0 ïðè u 2 D n Da� ;

f � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C(D) è

g(� ) =

(
f (x � ) ïðè aj < � j � bj (j = 1; n) ;

0 ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ � :

Ïî òåîðåìå Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà C(D) ,

f (x) =
Z

D

x(� ) dg(� ) ; ïðè÷åì kf k = VD g :

Ïðè ïîäñòàíîâêå âûøå îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé x � è g(� ) â f (x) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ g(� ) , ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèîíàë (Kx )( t) , ïðèíèìàåò âèä

g(� ) = k1(t)� 1(t; � ) +
X

�

Z

D � a�

k� (t; �S� ) d �S� � 1(s� n S� ; � n S� ) ;

ãäå

� 1(s� n S� ; � n S� ) =

(
1; ïðè t 2 Da� ;

0; ïðè t 2 D n Da� :

Ñðàâíèâàÿ g(t; � ) è g(� ) ïîëó÷èì, g(t; � ) = g(� ) �
nP

j =1
' j (� j ) . Òîãäà VD g(t; � ) = VD g(� ): Ñëå-

äîâàòåëüíî, k(Kx )( t)k = VD g(t; � ) è, â ñèëó ðàâåíñòâà VD g(t; � ) =  (t); kK k = sup
D

VD g(t; � ) =

sup
D

 (t) . �

Ïðåäñòàâëåíèå Ðàäîíà ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà íà C(D) íå åäèíñòâåííî, îäíàêî

ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà K ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â âèäå (6), êàê ñëåäóåò èç äîêàçàííîé

òåîðåìû, åäèíñòâåííî.
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CRITERION OF ACTION ON C(D) OF LINEAR OPERATORS WITH

MULTIDIMENSIONAL PARTIAL INTEGRALS

A.I. Inozemtsev

Lip etsk State Pedagogical University,

Lenin St., 42, Lip etsk, 398020, Russia, e-mail: inozemcev.a.i@gmail.com

Abstract. Criterion of de�niteness of linear integral op erators with multidimensional partial

integrals on the space of continuous functions is found on the space C(D) where D are parallelepip eds

D = [ a1; b1] � [a2; b2] � � � � � [an ; bn ].

Key words: multidimensional Stieltjes integral, op erator with partial integrals, continuity of

op erators.
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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, ñîäåðæàùèìè ïîñòîÿííûå è ïåðåìåííûå ïðå-

äåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð.

Ïðèâåäåíû òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Áàðáàøèíà, ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð.

1. Ââåäåíèå. Ê ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

x(t; s) =
Z t

a
l (t; s; � )x(�; s )d� +

Z d

c
m(t; s; � )x(t; � )d� +

+
Z t

a

Z d

c
n(t; s; �; � )x(�; � )d�d� + f (t; s)

(1)

è èõ ÷àñòíûì ñëó÷àÿì ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Áàð-

áàøèíà, ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è ðÿäà äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [1�5].

Ê íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè âèäà

x(t; s) =
Z t

a
c(�; s )x(�; s )d� +

Z t

a

Z d

c
k(�; s; �; x (�; � ))d�d� + f (t; s) (2)

ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Áàð-

áàøèíà [2].

Â îáùåì ñëó÷àå íàéòè ÿâíîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1) è (2) íå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ è

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåíåíèå õîðîøî èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì (1) òðåáóåò îñòîðîæíîñòè,

òàê êàê èçâåñòíûå îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ÷àñòî ñâÿçàíû ñ ïðåäïîëîæåíèåì î êîì-

ïàêòíîñòè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ñîäåðæàøèõñÿ â òàêèõ óðàâíåíèÿõ, êîòîðîé íå îá-

ëàäàþò ÷àñòè÷íî èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå ïåðâûì è âòîðûì ñëàãàåìû-

ìè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), äàæå â ñëó÷àå íåíóëåâûõ íåïðåðûâíûõ ÿäåð l (t; s; � )

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò •1.4407.2011)
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è m(t; s; � ): Â ÷àñòíîñòè, ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð äëÿ ðåøå-

íèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà [6-8] èñïîëüçóåòñÿ êîìïàêòíîñòü

ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ.

Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2).

Â ñâÿçè ñ ýòèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, îñíîâàííûå

íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð, è ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû î ñõîäèìîñòè

ýòîãî ìåòîäà äëÿ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ.

2. ×èñëåííîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè

èíòåãðàëàìè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t; s) =
Z t

a
c(�; s )x(�; s )d� +

Z t

a

Z d

c
k(�; s; � )x(�; � )d�d� + f (t; s) (3)

ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, ãäå t 2 [a; b]; s 2 [c; d]; çàäàííûå ôóíêöèè c(�; s ); k(�; s; � );
f (t; s) è f 0

t (t; s) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â

ñìûñëå Ëåáåãà. Óðàâíåíèå (3) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòíûìè

èíòåãðàëàìè.

Ïóñòü D = f (�; s ) : a � � � t � b; s 2 [c; d]g: ×åðåç C(D) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

íåïðåðûâíûõ íà òðåóãîëüíèêå D ôóíêöèé ñ ñóïðåìóì íîðìîé, à ÷åðåç X � ìíîæå-

ñòâî ôóíêöèé èç C(D); èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t: C(D) è

X � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî íîðì kxkC(D ) = maxD jx(t; s)j è kxkX =
maxD (jx(t; s)j + jx0

t (t; s)j) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x(t; s); ïîäñòà-

íîâêà êîòîðîé â óðàâíåíèå (3) îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.

Â ñèëó [4,5] óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x 2 C(D): Òîãäà ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî

x(t; s) �
Z t

a
c(�; s )x(�; s )d� +

Z t

a

Z d

c
k(�; s; � )x(�; � )d�d� + f (t; s): (4)

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (4) íåïðåðûâíû, òî îíà

äèôôåðåíöèðóåìà ïî t: Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t òîæäåñòâî (4), ïîëó÷èì òîæäåñòâî

@x(t; s)
@t

� c(t; s)x(t; s) +
Z d

c
k(t; s; � )x(t; � )d� + f 0

t (t; s) : (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðî-äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áàðáàøèíà (ÈÄÓÁ)

@x(t; s)
@t

= c(t; s)x(t; s) +
Z d

c
k(t; s; � )x(t; � )d� + f 0

t (t; s) : (6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(a; s) = f (a; s) :
(7)
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Êàê è âûøå, ïîä ðåøåíèåì ÈÄÓÁ (6) çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ x 2 X;
ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â óðàâíåíèå (6) îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

Åñëè ôóíêöèÿ x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (6)/(7), òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâî

(5) è ðàâåíñòâî (7). Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (5) ïî îòðåçêó [a; t] è ó÷èòûâàÿ

óñëîâèå (7), ïîëó÷èì òîæäåñòâî (4), êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

(6)/(7) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå (3) è çàäà÷à Êîøè (6)/(7) ýêâèâàëåíòíû.

Çàäà÷à Êîøè (6)/(7), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó äâóìåðíîìó èíòåãðàëü-

íîìó óðàâíåíèþ:

x(t; s) =
Z t

a

Z d

c
r (t; s; �; � )x(�; � )d�d� + g(t; s) � (Rx)(t; s) + g(t; s) ; (8)

ãäå

r (t; s; �; � ) = k(�; s; � ) exp
n tZ

�

c(�; s )d�
o

;

g(t; s) =

tZ

a

f 0
t (�; s ) exp

n tZ

�

c(�; s )d�
o

d� + f (a; s) exp
n Z t

a
c(�; s )d�

o
:

Óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì

r (t; s; �; � ) è íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé g(t; s) . Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â C(D);
òàê êàê ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ êîìïàêòíîãî â C(D) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà R ðàâåí

íóëþ [1,4,5], è ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ

êâàäðàòóð.

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð ê óðàâíåíèþ (8) îòðåçêè [a; b] è

[c; d] ðàçáèâàþòñÿ íà ÷àñòè òî÷êàìè

tp = a + ph(p = 0; 1; : : : ; P; a+ P h � b < (P + 1) h) ;

sq = c + qg(q = 0; 1; : : : ; Q; c+ Qg � d < (Q + 1) g) ;

â óðàâíåíèè (8) çàìåíèì t è s íà tp è sq ñîîòâåòñòâåííî, à èíòåãðàë âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå

Z tp

a

Z d

c
r (tp; sq; �; � )x(�; � )d�d� = hg

pX

i =0

QX

j =0

 pqij rpqij x(t i ; sj ) + rpq ;
(9)

ãäå rpqij = r (tp; sq; t i ; sj ); à rpq � îñòàòîê â ôîðìóëå (9). Â ðåçóëüòàòå, èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå (8) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

x(t i ; sj ) ( i = 0; 1; : : : ; P; j = 0; 1; : : : ; Q) :
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Îòáðàñûâàÿ â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îñòàòêè, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïðè-

áëèæåííûõ çíà÷åíèé xpq ôóíêöèè x â òî÷êàõ (tp; sq)

xpq = hg
pX

i =0

QX

j =0

 pqij rpqij x ij + gpq + � pq (p = 0; 1; : : : ; P; q = 0; 1; : : : ; Q) ;
(10)

ãäå gpq = g(tp; sq); à � pq � ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (9) ñ xpq:
Àíàëîãè÷íî â [9] äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ôîðìóëå (9) îñòàòêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñè-

òåëüíî p; q ïðè h; g ! 0; j pqij j � A < 1 è ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî p; q ïðè h; g ! 0: Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h è g ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå xpq (p = 0; 1; : : : ; P; q = 0; 1; : : : ; Q) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñèñòåìû

(10), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî " > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå h0 è g0; ÷òî ïðè h < h 0 è

g < g0 jxpq � x(tp; sq)j < " (p = 0; 1; : : : ; P; q = 0; 1; : : : ; Q):
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ

÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó ëèíåéíîìó äâóìåð-

íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (8) è ÷èñëåííî ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå ñ ïðèìåíåíèåì

ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ñ ïðèìå-

íåíèåì ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îïèñàííûé ïðîöåññ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿåòñÿ è ê ÷èñ-

ëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Áàðáàøèíà.

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè

èíòåãðàëàìè. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà íåëè-

íåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè (2), ãäå t 2 [a; b]; s 2 [c; d];
u 2 (�1 ; + 1 ); çàäàííûå ôóíêöèè c(�; s ); k(�; s; �; u ); f (t; s) è ôóíêöèÿ f 0

t (t; s) íåïðå-

ðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ôóíêöèÿ k(�; s; �; u ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà

jk(�; s; �; u ) � k(�; s; �; v )j � N ju � vj ;

à èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3) ñ

÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2). Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç (2) ïðè

k(�; s; �; u ) � k(�; s; � )u:
Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x(t; s); ïîäñòà-

íîâêà êîòîðîé â óðàâíåíèå (2) îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.

Â ñèëó [4] óðàâíåíèå (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x 2 C(D): Òàêæå êàê â ðàçäåëå

1 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ Áàðáàøèíà

@x(t; s)
@t

= c(t; s)x(t; s) +
Z d

c
k(t; s; �; x (t; � ))d� + f 0

t (t; s) (11)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (7), ãäå ïîä ðåøåíèåì ÈÄÓÁ (11) çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ

ôóíêöèÿ x 2 X; ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â óðàâíåíèå (11) îáðàùàåò ýòî óðàâíåíèå â òîæ-

äåñòâî.

Çàäà÷à Êîøè (11)/(7), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó äâóìåðíîìó èíòåãðàëü-

íîìó óðàâíåíèþ:

x(t; s) =
Z t

a

Z d

c
r (t; s; �; �; x (�; � ))d�d� + g(t; s) � (Rx)(t; s) + g(t; s) ; (12)

ãäå

r (t; s; �; �; u ) = exp
n tZ

�

c(�; s )d�
o

k(�; s; �; u ) ;

g(t; s) =

tZ

a

f 0
t (�; s ) exp

n tZ

�

c(�; s )d�
o

d� + f (a; s) exp
n Z t

a
c(�; s )d�

o
:

Óðàâíåíèå (12) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Óðûñîíà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì

r (t; s; �; �; u ) è íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé g(t; s); îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â C(D)
è ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [4].

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Óðûñîíà (12) ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä

ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð [3-7].

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð ê óðàâíåíèþ (12) îòðåçêè [a; b] è

[c; d] ðàçáèâàþòñÿ íà ÷àñòè òî÷êàìè tp è sq (ñì. ðàçäåë 2), â óðàâíåíèè (12) t è s çàìå-

íÿþòñÿ íà tp è sq ñîîòâåòñòâåííî, à èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ¾êâàäðàòóðíîé¿ ôîðìóëå

Z tp

a

Z d

c
r (tp; sq; �; �; x (�; � ))d�d� = hg

pX

i =0

QX

j =0

 pqij rpqij (x(t i ; sj )) + rpq ;
(13)

ãäå rpqij (x(t i ; sj )) = r (tp; sq; t i ; sj ; x(t i ; sj )) ; à rpq � îñòàòîê â ôîðìóëå (13). Â ðåçóëüòàòå,

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (12) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

x(t i ; sj ) ( i = 0; 1; : : : ; P; j = 0; 1; : : : ; Q) :

Îòáðàñûâàÿ â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îñòàòêè, ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äëÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé xpq ôóíêöèè x â òî÷êàõ (tp; sq)

xpq = hg
pX

i =0

QX

j =0

 pqij rpqij (x ij ) + gpq + � pq (p = 0; 1; : : : ; P; q = 0; 1; : : : ; Q) ;
(14)

ãäå gpq = g(tp; sq); à � pq � ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (14) ñ íåèç-

âåñòíûìè xpq:
Åñëè òåïåðü â ¾êâàäðàòóðíîé¿ ôîðìóëå (13) îñòàòêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî p; q ïðè h; g ! 0; 0 <  pqij � A < 1 è ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ñòðåìÿòñÿ
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ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî p; q ïðè h; g ! 0; òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h è

g ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xpq(p = 0; 1; : : : ; P; q = 0; 1; : : : ; Q) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç

ñèñòåìû (14), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî " > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå h0 è g0; ÷òî ïðè

h < h 0 è g < g0

jxpq � x(tp; sq)j < " (p = 0; 1; : : : ; P; q = 0; 1; : : : ; Q) :
(15)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)

ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó íåëèíåéíîìó äâó-

ìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (12) è ÷èñëåííî ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå ñ ïðèìå-

íåíèåì ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð,

ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó òåîðåìû 8 (äëÿ

ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ) èç [10], ïðèìåíåííîé ê óðàâíåíèþ (12), ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

à) â ¾êâàäðàòóðíîé¿ ôîðìóëå (13) îñòàòêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñè-

òåëüíî p; q ïðè h; g ! 0 è 0 <  pqij � A < 1 ;
á) ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî p; q ïðè

h; g ! 0;
â) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ @k(�; s; �; u )=@u:

Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h è g ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xpq (p = 0; 1; : : : ; P; q =
0; 1; : : : ; Q) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñèñòåìû (14), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî " > 0
ñóùåñòâóþò òàêèå h0 è g0; ÷òî ïðè h < h 0 è g < g0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (15) è

ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

c1"P Q � max
0� p� P; 0� q� Q

jxpq � x(tp; sq)j � c2"P Q ;

ãäå c1 è c2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå,

"P Q = max
0� p� P; 0� q� Q

jrpq(zpq)j; zpq(�; � ) = r (tp; sq; �; �; x � (�; � ))

(p = 0; 1; : : : ; P; q= 0; 1; : : : ; Q); à x � (�; � ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, îïèñàííûé ïðî-

öåññ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) íåïîñðåäñòâåííî

ïðèìåíÿåòñÿ è ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî ÈÄÓÁ (11).
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Abstract. The solution schemes of linear and nonlinear integral equations with partial integrals
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Õèëëà-Øð¼äèíãåðà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà îïåðà-

òîðà Õèëëà-Øð¼äèíãåðà, à òàêæå îöåíêè ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîð Õèëëà-Øð¼äèíãåðà, ñïåêòð îïå-

ðàòîðà, àñèìïòîòèêà ñïåêòðà, ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü L2[0; 2� ] �ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ, èçìåðèìûõ

íà [0; 2� ] è ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íîðìû ôóíêöèé. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

L2[0; 2� ] äëÿ óäîáñòâà îöåíîê îïðåäåëèì êàê

(x; y) =
1

2�

2�Z

0

x(� )y(� )d� ; x; y 2 L2[0; 2� ] :

×åðåç W 2
2 [0; 2� ] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà f y 2 L2[0; 2� ] : y0

àáñîëþòíî

íåïðåðûâíà è y002 L2[0; 2� ]g:
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé îïåðàòîð Õèëëà-Øð¼äèíãåðà

L : D(L) � L2[0; 2� ] 7! L2[0; 2� ] ;

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l (y) = � y00+ vy ;

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(L) =
�

y 2 W 2
2 [0; 2� ] : y(2� ) = y(0); y0(2� ) = y0(0)

	
;

ò.å. çàäàâàåìîé ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîòåíöèàë v îïåðàòîðà ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì L2[0; 2� ] è

èìååò ðÿä Ôóðüå v(t) =
P

k2 Z
vkeikt ; t 2 [0; 2� ]. Â äàëüíåéøåì, äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå

v0 = 1
2�

2�R

0
v(t)dt = 0 , êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì, òàê êàê ñäâèã ïîòåíöèàëà íà

ïîñòîÿííóþ ñäâèãàåò ñïåêòð íà òó æå ïîñòîÿííóþ è íå ìåíÿåò åãî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî íå íàëàãàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïîòåíöèàë v , ãàðàíòèðóþùèå ñàìîñî-

ïðÿæåííîñòü âîçìóùåíèÿ, è êàêèå-ëèáî äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (òèïà ãëàäêîñòè),

êðîìå ïðèíàäëåæíîñòè v ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó L2 = L2[0; 2� ]:
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Ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà L îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå

ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ [1-6]. Â äàííîì ñëó÷àå, â êà÷åñòâå

íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà âûáèðàåòñÿ îïåðàòîð Õèëëà-Øð¼äèíãåðà

L0y = � y00; y 2 D(L0) ; D(L0) = D(L) � L2[0; 2� ] ; L0D(L0) 7! L2[0; 2� ] :

Îí ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé. Ñïåêòð � (L0)
è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

� (L0) = f n2; n 2 N [ 0 = Z+ g;

en (t) = eint ; e� n (t) = e� int ; t 2 [0; 2� ]; � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

� n = n2; n � 1; è e0(t) = 1 ; t 2 [0; 2� ] � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ � 0 = 0:
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé è ïîëó÷åíèåì îöåíîê ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ îïåðàòîðà L .

À èìåííî, óòî÷íÿåòñÿ (íàèáîëåå òî÷íàÿ èç èçâåñòíûõ) àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé èç ìîíîãðàôèè Â.À.Ìàð÷åíêî [2]; ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â òåî-

ðåìå 1. Ðåçóëüòàò î ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå

3.

Çäåñü âïåðâûå ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ

îïåðàòîðîâ, ðàçâèâàåìûé â ñòàòüÿõ [3-7]. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè

ïîäîáèÿ èññëåäóåìîãî (âîçìóùåííîãî) îïåðàòîðà â îïåðàòîð, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êî-

òîðîãî áëèçêè ê ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà (â äàííîì ñëó÷àå

îïåðàòîð L0 ). Òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ èçó÷åíèå îïåðàòîðà L:
2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, End X

� áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X .

Îïðåäåëåíèå 1. Äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A i : D(A i ) � X ! X , i = 1; 2, íàçûâàþòñÿ

ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð U 2 End X òàêîé, ÷òî

UD(A2) = D(A1) è A1Ux = UA2x , x 2 D(A2) . Îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì

ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A1 â A2 .

Ìåòîäîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëüâåíòîé, è åãî

ñïåêòð ïðåäñòàâèì â âèäå

� (L) = � (m) [

0

@
[

jnj� m+1

� n

1

A ; (1)

äëÿ íåêîòîðîãî m 2 N, ãäå � (m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, íå ïðåâîñõî-

äÿùèì 2m + 1 , à ìíîæåñòâà � n , jnj � m + 1 , íå áîëåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûå è îïðåäåëÿþòñÿ

ðàâåíñòâîì

� n = n2 �
X

k2 Z :
k6=0 ;k6= � 2n

! k

k(k + 2n)
�

p
e! n + � �

n ; jnj � m + 1; (2)
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ãäå ! k ; e! n âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïîòåíöèàëà v , à îñòàòîê ðÿäà ïðåä-

ñòàâèì â âèäå � �
n = � (n)=

p
n ,

P

jnj� m+1
j� (n)j

4
3 < 1 :

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñèìâîëàìè

ePm ; ePn ; jnj � m + 1; áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñïåêòðàëü-

íûå ïðîåêòîðû Ðèññà, ïîñòðîåííûå ïî îïåðàòîðó L è ìíîæåñòâàì � (m) ; � n ; jnj � m + 1;
ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ÷åðåç P(m) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîåêòîð

P

jkj� m
Pk ; êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîåêòîðîì Ðèññà, ïîñòðîåííûì ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó � 0
m = f� m; :::; mg: Äëÿ

ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà 
 � Z+ n� 0
m ñèìâîëîì P(
) îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîðP

k2 

Pk ; à ÷åðåç

eP(
) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð

P

k2 


ePk :

Îòìåòèì, ÷òî

I =
X

jkj� m+1

Pk + P(m) ; I =
X

jkj� m+1

ePk + eP(m) : (3)

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X 2 S 2(L2;� ) , ãäå S 2(L2;� ) � èäåàë îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�

Øìèäòà [7], è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà 
 � Z ÷åðåç � (
 ; X ) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó max
n2 


� n (X );

ãäå � n (X ) � äâóñòîðîííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ â ñòàòüå [6].

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X 2 S 2(L2;� ) è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà 
 � Z+ n� 0
m

èìååò ìåñòî îöåíêà

maxfk P(
) X k2; kXP (
) k2g � C(X )� (
 ; X ) ;

ãäå âåëè÷èíà C(X ) > 0 çàâèñèò îò îïåðàòîðà X è íå çàâèñèò îò âûáîðà 
 .

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ïðîåêòîðîâ Ðèññà

ePn ; n 2 Z îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

k eP(
) � P(
) k2 � C1 (� (
 ; � B ) + � (
 ; JB ) + � (
 ; B � B))
1

m(
)
: (4)

ãäå C1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò 
 , m(
) = max
k2 


k; n 2 Z:

Òåîðåìà 3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàç-

ëîæåíèé îïåðàòîðîâ L è L0 :

k ePm +
nX

jkj= m+1

ePk � P(m) �
nX

jkj= m+1

Pkk2 � C1(� n+1 (� B ) + � n+1 (JB )+

+ � n+1 (B � B))
1

m + 1
; (5)

ãäå n � m + 1; C1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n .

Ëèòåðàòóðà

1. Äæàêîâ Ï., Ìèòÿãèí Á.Ñ. Çîíû íåóñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Øð¼äèíãåðà è Äèðàêà // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. � 2006. � 61:4. � C.77-182.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 37

2. Ìàð÷åíêî Â.À., Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ / Ì.: Íàóêà, 1977.

3. Áàñêàêîâ À.Ã. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ / Âîðîíåæ:èçä-âî Âîðîíåæ-

ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, 1987. � 168 ñ.

4. Áàñêàêîâ À.Ã. Òåîðèÿ î ðàñùåïëåíèè îïåðàòîðà è íåêîòîðûå ñìåæíûå âîïðîñû àíàëè-

òè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. � 1986. � 50:4. � C.435-457.

5. Áàñêàêîâ À.Ã. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âîçìóù¼ííûõ íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèõ è ñïåêòðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Cåð.ìàòåì. � 1994. � 58:4. � C.3-32.

6. Áàñêàêîâ À.Ã., Äåðáóøåâ À.Â., Ùåðáàêîâ À.Î. Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ â ñïåêòðàëü-

íîì àíàëèçå íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Äèðàêà ñ íåãëàäêèì ïîòåíöèàëîì // Èçâå-

ñòèÿ ÐÀÍ, ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 2011. � 75:3. � C.4-28.

7. Ãîõáåðã È.Ö., Êðåéí Ì.Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ íåñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå / Ì.: Íàóêà, 1965.

SPECTRAL ANALYSIS OF HILL-SCHRODINGER's OPERATOR
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Abstract. The similar op erators metho d is used for sp ectral analysis of Hill-Schro dinger's

op erator. Asymptotic of the Hill-Schro dinger op erator sp ectrum and convergence estimates of

sp ectral decomp ositions are obtained.

Key words: similar op erators metho d, Hill-Schro dinger's op erator, op erator sp ectrum, sp ectrum

asymptotic, sp ectral distribution.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà Fn � X � Fm � Y = C; X � N 2 N;
ãäå � � êðóãîâîå óìíîæåíèå Ìàòèÿñåâè÷à-Êíóòà. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðóãîâîå óìíîæåíèå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è, äèîôàíòîâû óðàâ-

íåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è âèäà

F1 = 1; F2 = 2; Fn = Fn� 1 + Fn� 2; äëÿ ëþáûõ n > 2:

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ Ôè-

áîíà÷÷è, òî åñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

N =
X

i

" i Fi ; " i = 0 èëè 1; " i " i +1 = 0:

Òîãäà äëÿ äâóõ ÷èñåë N; M 2 N âèäà

N =
X

i

" i Fi M =
X

j

"0
j Fj

îïåðàöèÿ êðóãîâîãî óìíîæåíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

N � M =
X

i

X

j

" i "0
j Fi + j :

Îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò � -êîëüöî Ôèáî-

íà÷÷è.

Âïåðâûå îïåðàöèþ êðóãîâîãî óìíîæåíèÿ ââåëè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà Þ.Â. Ìà-

òèÿñåâè÷ [1] ïðè ðåøåíèè äåñÿòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà è ïîçäíåå Ä. Êíóò [2]. Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ ìîäèôèêàöèþ äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäëîæèë Â.Ã. Æóðàâëåâ [3]. Èì áûëà

ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ êðóãîâîãî óìíîæåíèÿ [3]

N � M = NM + [( N + 1) � ][(M + 1) � ];

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò •11-01-00578a.
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ãäå [�] - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, � =
p

5� 1
2 - çîëîòîå ñå÷åíèå.

Ðàíåå îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè áûëè ðàññìîòðåíû àíàëîãè ðÿäà êëàññè÷åñêèõ

òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, Â.Ã.Æóðàâëåâ ðàññìàòðèâàë àíàëîã ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñóììîé äâóõ, òðåõ è ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, çàìåíÿÿ îáû÷íîå

óìíîæåíèå êðóãîâûì [4]. À.Â. Ëàïòåâ ðàññìîòðåë àíàëîã çàäà÷è î ïèôàãîðîâûõ òðîé-

êàõ [5], à È.Ê. Øâàãèðåâà çàíèìàëàñü áèíàðíîé àääèòèâíîé çàäà÷åé [6].

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ äëÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè íà ÷èñëî ðåøåíèé

èëè æå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå îò äâóõ ïåðåìåííûõ X; Y 2 N:

Fn � X � Fm � Y = C; X � N 2 N : (1)

Äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Sn;m (N ) � ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Sn;m (N ) = ĉn;m (� (C))N + O(ln N );

ãäå � (x) = x � [(x + 1) � ]e� ; e� =
p

5+1
2 ; à ĉn;m (x) � ÿâíî îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå ??

êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò x , íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ � (x); îïðåäåëåííóþ â

òåîðåìå 1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ � (x) ïðåäñòàâèìà â âèäå � (x) = � 1 + e� h(x + 1) � i : h�i �

äðîáíàÿ ÷àñòü.

� Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåïèñàòü îïðåäåëåíèå � � ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì

� (x) = x � (x + 1) � e� + h(x + 1) � i e� ;

òî ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

� = � 1 + e� h(x + 1) � i : �

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ � � ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî, ÷òî � (n) 2 [� 1; � ) .

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3]. �

Ïðåäëîæåíèå 3. Çíà÷åíèÿ � � ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû â âèäå � (n) = a � b� , ïðè÷åì

a; b2 N; a + b= n .

� Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî

a � b� 2 [� 1; � ):

Ïóñòü

k = [( x + 1) � ] ; k 2 Z:
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e� = 1 + �; ïîëó÷èì ) � (x) = x � k(1 + � ) = x � k � k�: Îáîçíà÷èì

x � k = a; k = b. Òîãäà

� (x) = a � b� ; a; b2 Z : �

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî c 2 Z[� ] \ [� 1; � ) íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî � (N ) = c:

� Ïóñòü � 2 [� 1; � ) \ Z[� ]: Ââåäåì ÷èñëî � 0 = ( � + 1) =e� ; ïðè÷åì � 0 2 [0; 1) \ Z[� ]:
Ñëåäîâàòåëüíî, � 0

ïðåäñòàâèìî â âèäå � 0 = a0 + b0�; a 0; b0 2 Z: Òîãäà � 0 = hb0� i : Â

êà÷åñòâå N âûáåðåì N = b0 � 1: Ïîëó÷èì, ÷òî � (N ) , äåéñòâèòåëüíî, ðàâíà èñõîäíîìó

âûðàæåíèþ. �

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ôóíêöèè � îò ñóììû äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

� (N1) + � (N2) = � (N1 + N2) � � (N1; N2)e� ;

ãäå

� (N1; N2) =

8
><

>:

1; åñëè � (N1) + � (N2) � �;

0; åñëè � (N1) + � (N2) 2 [� 1; � );

� 1; åñëè � (N1) + � (N2) < � 1:

� Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ðàáîòå [3]. �

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ � � ôóíêöèè îò ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

� (Fn ) = ( � � )n :

� Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:

� (1) = 1 � e� = � � ;

� (1) = 2 � e� = 1 � � = � 2 :

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä n ! n + 1: Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

� (Fn� 1) = ( � � )n� 1; � (Fn ) = ( � � )n :

Òàê êàê Fn+1 = Fn� 1 + Fn ; òî, ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 5, èìååì

� (Fn+1 ) = � (Fn� 1) + � (Fn );

îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

� (Fn+1 ) = ( � � )n+1 : �
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Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ôóíêöèè � îò êðóãîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

� (N1) � � (N2) = � (N1 � N2) + %(N1; N2)e� ;

ãäå

%(N1; N2) =

(
1; åñëè � (N1)� (N2) � �;

0; åñëè � (N1)� (N2) 2 [� 1; � ):

� Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ðàáîòå [3]. �
Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè îäèí èç äâóõ ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ôèáîíà÷÷è,

òî äëÿ � � ôóíêöèè îò èõ êðóãîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

� (Fn � N ) = ( � � )n � (N ) :

� Ïî ïðåäëîæåíèþ 7 ìîæåì çàïèñàòü

� (Fn � N ) = � (Fn ) � � (N ) + %(Fn ; N )e� :

Ôóíêöèÿ %(Fn ; N ) áóäåò ðàâíà íóëþ, à çíà÷èò � (Fn � N ) = � (Fn ) � � (N ) . Òîãäà, âîñïîëü-

çîâàâøèñü ïðåäëîæåíèåì 6, ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå. �

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1,

ñôîðìóëèðîâàííîé âî ââåäåíèè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèå äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèÿ (1), âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé äëÿ êðóãîâîãî óìíîæåíèÿ

Fn � X = Fn � X + [( Fn + 1) � ][(X + 1) � ] :

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Fn � X = ( Fn + Fn� 1� )X + O(1) :

Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Áèíå äëÿ n� îãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è

Fn =
e� n+1 � (� � )n+1

p
5

è ïîëó÷èì èñêîìîå îãðàíè÷åíèå

Fn � X �
1

p
5

(e� n+1 + e� n � )N + O(1) ;

Fn � X � e� n � N + O(1) : (2)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

K � L = C ; ãäå K � N 0; (3)
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è îáîçíà÷èì ÷åðåç S
0

n;m (N 0) ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

K = Fn � X ; L = Fm � Y :

Òàê êàê X � N; òî K � X=e� n + O(1); à çíà÷èò,

Sn;m (N ) = S
0

n;m

�
N
e� n

�
+ O(1) : (4)

Ëåììà 1. ×èñëî N ïðåäñòàâèìî â âèäå N = Fn � X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

� (N ) 2 I n ; ãäå

I n =

(
(� � 2k ; � 2k� 1) , n = 2k � 1;

(� � 2k ; � 2k+1 ) , n = 2k:

� Äîêàæåì, ÷òî � (N ) 2 I n : Ïóñòü N = Fn � X: Ïåðåïèøåì äàííîå ðàâåíñòâî â âèäå

� (N ) = � (Fn � X ) :

Ïî ïðåäëîæåíèÿì 6 è 7 ïîëó÷èì, ÷òî

� (N ) = � (Fn ) � � (X ) = ( � � )n � � (X ) :

Ñëåäîâàòåëüíî,

� (N ) 2 I n :

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ââåäåì � 0 = � (N )=(� � )n ;

� (N ) = a + b� ; a; b2 Z :

Ïîñêîëüêó � � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà Z[� ]; ìîæíî çàïèñàòü

� 0 = a0+ b0� ; a 0; b0 2 Z :

Èç âûøå èçëîæåííîãî ñëåäóåò � 0 2 [� 1; � ); � 0 2 Z[� ]; îòêóäà ïî ïðåäëîæåíèþ ??

ïîëó÷àåì � 0 = � (X ):
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî X � èñêîìîå ÷èñëî. Ïðîâåðèì, ÷òî � (Fn � X ) = � (N ): Ïî

ïðåäëîæåíèþ 7 èìååì � (Fn ) � � (X ) = � (N ); îòêóäà � (X ) = � (N )=� (Fn ) = � (N )=(� � )n ; à

çíà÷èò,

� (X ) = � 0:

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå (3) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà

K � L = C; � (N ) 2 I n ; � (M ) 2 I m :

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè � , ïîëó÷àåì

� (K � L) � � (K ) � � (L)(mod e� ) :



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 43

Òîãäà

� (K ) � � (L) � � (C); K � N: (5)

×èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5) âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

S0
n;m (N ) =

X

K � N : � (K )2 I n

X

L :� (L )2 I m ;
� (K )� � (L )= � (C)

1 =
X

K � N : � (K )2 I n

X

L :� (K )2 � (C)+ I m ;
� (K )� � (L )= � (C)

1 =

=
X

K � N : � (K )2 I n ;
� (K )2 � (C)+ I m

1 =
X

K � N :
� (K )= I n \ (I m + � (C))

1 = ]f N1 � N : � (N1) 2 I n \ (I m + � (C))g:

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

S0
n;m (N ) =

jI n \ (I m + � (C)) j
j[� 1; � )j

N + o(N ) : (6)

Ïîñêîëüêó � � èððàöèîíàëüíî, äðîáíàÿ äîëÿ f X� g ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ìî-

äóëþ 1. Ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå [7].

Òåîðåìà Íèäåððàéòåðà. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äðîáíûõ äîëåé f i� g, ãäå

i = 1; 2; :::; N è � = [ q0; q1; q2; :::] � ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà

� ñ îãðàíè÷åííûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè qi � K äëÿ âñåõ i � 1; è ïóñòü

A([�;  ); N ) = ] f i : f i� g 2 [�;  ); i = 1; 2; :::; Ng;

DN = sup
0� �< � 1

�
�
�
A([�;  ); N )

N
� ( � � )

�
�
�

� âåðõíÿÿ ãðàíèöà îòêëîíåíèé ïî âñåì ïîëóèíòåðâàëàì äëÿ ÷èñëà ïîïàäàíèé A([�;  ); N )
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f i� g â ïîëóèíòåðâàë [�;  ): Òîãäà äëÿ DN èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî

ND N � 3 +
� 1

ln e�
+

K
ln K + 1

�
ln N :

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà � (x) = � 1 + e� h(x + 1) � i : Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ � (X ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå [� 1; � ): Ïî òåîðåìå

Íèäåððàéòåðà îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò ïîðÿäîê O(ln N ): Òîãäà

S0
n;m (N ) =

jI n \ (I m + � (C)) j
j[� 1; � )j

N + O(ln N ) :

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2) ìîæíî çàïèñàòü èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ (1)

Sn;m (N ) =
jI n \ (I m + � (C)) j

j[� 1; � )j
e� nX + O(ln N ) ; (7)
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Sn;m (N ) = jI n \ (I m + � (C)) je� n� 1X + O(ln N ) : (8)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ?? äîêàçàíà ñ ĉn;m (x) = jI n j \ (I m + x): �
4. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè ïëîòíî-

ñòè, ââåäåííîé â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ĉn;m (x) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè. Òîãäà äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå ÿâíûå ôîðìóëû:

ĉ1;1(x) =

8
<

:

1 + x; x 2 [� � ; 0);
1 � x; x 2 [0;� );
� 2; x 2 [� 1; � � );

ĉ1;2(x) =

8
>><

>>:

� + x; x 2 [� � ; 0);
�; x 2 [0;� 2);
1 � x; x 2 [� 2; � );
� � � x; x 2 [� 1; � � ):

Äëÿ n = 1; m > 2

ĉ1;m (x) =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

Rm + x + � 2
, x 2 [� � 2 � � m� 1 � Lm ; � � 2 � Lm );

� m� 1
, x 2 [� � 2 � Lm ; � � � m� 1 � Lm );

� � Lm � x , x 2 [� � � m� 1 � Lm ; � );

� 1 � Lm � x , x 2 [� 1; � 1 � Lm );

0, x 2 [� 1 � Lm ; � � 2 � � m� 1 � Lm ) :

Äëÿ n � 2; m � 2

ĉn;m (x) =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

0, x 2 [� 1 � Lm ; Ln � Lm � � m� 1);
Rm � L n + x

� n � 1 , x 2 [Ln � Lm � � m� 1; Ln � Lm );

� m� n
, x 2 [Ln � Lm ; Rn � Lm � � m� 1);

Rn � L m � x
� n � 1 , x 2 [Rn � Lm � � m� 1; Rn � Lm );

0, x 2 [Rn � Lm ; � � Lm ):

Çäåñü

L i = � � 2[ i +1
2 ] ; Ri =

�
� i

, i � íå÷åòíî,

� i +1
, i � ÷åòíî.

� Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n = 1 è m = 1: Çàôèêñèðóåì îäèí èç îòðåçêîâ, íà-

ïðèìåð I n ; à äðóãîé, I m ; áóäåì ñìåùàòü íà âåëè÷èíó x: Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íèêîãäà íå ïðèìåò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ñóììàð-

íàÿ äëèíà äâóõ èíòåðâàëîâ I 1 áóäåò áîëüøå

�
�
� [� 1; � )

�
�
� ; à çíà÷èò èõ ïåðåñå÷åíèå áóäåò

âñåãäà íåïóñòûì.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïðèìåò ñâîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà

ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåðâàëà íàëîæàòñÿ äðóã íà äðóãà (ñì. ðèñ. 1) è áóäåò ðàâíî jI 1j; òî

åñòü

ĉ1;1(0) = � 0 = 1 :
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Ðèñ. 1. Ïîëíîå íàëîæåíèå èíòåðâàëîâ I n è I m äðóã íà äðóãà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî L i è Ri äåéñòâè-

òåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöåé èíòåðâàëà [� 1; � ): Ïåðåïèøåì

I n ; çàäàííûé â ëåììå 1 â âèäå

I n =
�

(� � n+1 ; � n ) , n � íå÷åòíîå ;
(� � n ; � n+1 ) , n � ÷åòíîå :

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ri ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ãðàíèöåé äàííîãî èíòåðâàëà. Òåïåðü, åñëè ïðå-

îáðàçîâàòü ëåâóþ ãðàíèöó I n êàê � � 2
�

n +1
2

�
; òî ïîëó÷èì, ÷òî L i � ëåâàÿ ãðàíèöà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêîé âàðèàíò, ÷òî Lm + x 2 [� 1; � 2) èëè x 2 [� � ; 0) (ñì. ðèñ. 2),

òîãäà ôóíêöèÿ ĉ1;1(x) áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ

ĉ1;1(x) =
�
�
�I 1 \ j I 1 + xj

�
�
� = Rm + � 2 + x = � + � 2 + x = 1 + x :

Ðèñ. 2. Íàëîæåíèå èíòåðâàëîâ I n è I m äðóã íà äðóãà ïðè x 2 [� � ; 0):

Â ýòîì ñëó÷àå îñòàëñÿ ïîñëåäíèé èíòåðâàë (ñì. ðèñ. 3), à èìåííî, Lm + x 2 [� � 2; � )
èëè x 2 [0; 1); íî òàê êàê x íå ìîæåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû èíòåðâàëà [� 1; � ); íåîáõîäèìî

ðàçáèòü ïîëó÷åííûé èíòåðâàë íà äâà: x 2 [0;� ) è x 2 [� 1; � � ): Òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïðèìåò âèä

ĉ1;1(x) = Rn � (Ln + x) = � � (� � 2 + x) = 1 � x ;

à âî âòîðîì íàñêîëüêî ïåðåñå÷åíèå ñ îäíèì êîíöîì ôèêñèðîâàííîãî èíòåðâàëà óìåíü-

øèòñÿ, íàñòîëüêî óâåëè÷èòñÿ ñ äðóãèì, à, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ĉ1;1(x) ñòàíåò ïîñòî-

ÿííûì è áóäåò ðàâíÿòüñÿ

ĉ1;1(x) = jI 1j + jI 1j � e� = � 2 :

Ðèñ. 3. Íàëîæåíèå èíòåðâàëîâ I n è I m äðóã íà äðóãà ïðè x 2 [0; � ) è x 2 [� 1; � � ):
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Êðîìå òîãî, ýòî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ (ñì.

ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ n = 1 è m = 1:

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé äëÿ n = 1 è m = 2: Çäåñü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè îáðàòèò-

ñÿ â íîëü â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà ëåâàÿ ãðàíèöà ñìåùàåìîãî èíòåðâàëà áóäåò

ðàâíà (� 1): Ïðè Lm + x 2 [� 1; � � 2) èëè x 2 [� � ; 0);

ĉ1;2(x) = ( Rm + x) � Ln = � + x :

Ïðè Lm + x 2 [� � 2; 0) èëè x 2 [0;� 2); ôóíêöèÿ ĉ1;2(x) áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå,

ðàâíîå äëèíå èíòåðâàëà I 2; òî åñòü

ĉ1;2(x) = � :

Ïðè Lm + x 2 [0;� ) èëè x 2 [� 2; 1); ñíîâà âûøëè çà ïðåäåëû êîëüöà Z[� ]; ïîýòîìó

ñëåäóåò ðàçáèòü åãî íà äâå ÷àñòè x 2 [� 2; � ) è x 2 [� 1; � � ):
Äëÿ ïåðâîãî èíòåðâàëà ïîëó÷èì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

ĉ1;2(x) = Rn � (Lm + x) = � + � 2 � x = 1 � x ;

à äëÿ âòîðîãî èìåþòñÿ äâå èçâåñòíûå òî÷êè (� 1; � 2) è (� � ; 0); ïðîâåäÿ ïðÿìóþ ÷åðåç

êîòîðûå, ïîëó÷èì ÷òî

ĉ1;2(x) = � � � x (ñì. ðèñ. 5) :

Ðèñ. 5. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ n = 1 è m = 2:
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ ïðè n = 1 è m > 2: Òåïåðü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

áóäåò îáðàùàòüñÿ â íîëü íà öåëîì èíòåðâàëå, ïîñêîëüêó äëèíà ñìåùàåìîãî èíòåðâàëà

jI m j <
�
�
� j[� 1; � )j � j I 1j

�
�
� : Òîãäà ôóíêöèÿ áóäåò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè Lm + x 2

[� 1;Ln � � m� 1) èëè x 2 [� 1 � Lm ; � � 2 � � m� 1 � Lm ):
Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè áóäåò ïðèíèìàòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå jI m j â òîì

ñëó÷àå, êîãäà I m ïîëíîñòüþ âõîäèò â ôèêñèðîâàííûé I n : Ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè

Lm + x 2 [� � 2; � � � m� 1) èëè x 2 [� � 2 � Lm ; � � � m� 1 � Lm ):
Êîãäà Lm + x 2 [� � 2 � � m� 1; � � 2) èëè x 2 [� � 2 � � m� 1 � Lm ; � � 2 � Lm ); ĉ1;m (x) ïðèìåò

âèä

ĉ1;m (x) = Rm + x + � 2 :

Êîãäà Lm + x 2 [� � � m� 1; � ) èëè x 2 [� � � m� 1 � Lm ; � � Lm ); ñíîâà âûéäåì çà

äîïóñòèìûå ãðàíèöû, ÷òî ïîòðåáóåò ðàçáèòü ïîëó÷åííûé ïîëóèíòåðâàë íà äâà íîâûõ:

x 2 [� � � m� 1 � Lm ; � ) è x 2 [� 1; � 1 � Lm ): Äëÿ ïåðâîãî ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü

ĉ1;m (x) = Rn � (Lm + x) = � � Lm � x ;

à âî âòîðîì ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè (� 1; � Lm ) è (� 1 � Lm ; 0) è çàïèøåì ñîîòíî-

øåíèå

ĉ1;m (x) = � 1 � Lm � x (ñì. ðèñ. 6) :

Ðèñ. 6. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ n = 1 è m > 2:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü îáùèé ñëó÷àé äëÿ âñåõ n � 2 è m � 2:
Ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà èíòåðâàëà, åãî ãðàíèöû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè ñìåùàåìûé èíòåðâàë öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ ìåæäó ëåâûìè èëè ïðàâûìè ãðàíèöàìè

èíòåðâàëîâ [� 1; � ) è I n ; òî ĉn;m (x) = 0 : Òàêîå âîçìîæíî ïðè Lm + x 2 [Rn ; � ) èëè

x 2 [Rn � Lm ; � � Lm ):
Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè áóäåò ïðèíèìàòü òîãäà, êîãäà ìåíüøèé

èíòåðâàë áóäåò öåëèêîì âõîäèòü â áîëüøèé, òîãäà, ïðè Lm + x 2 [Ln ; Rn � � m� 1) èëè

x 2 [Ln � Lm ; Rn � Lm � � m� 1) , ïîëó÷èì

ĉn;m (x) =
� m� 1

� n� 1
= � m� n :
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì Lm + x 2 [Ln � � m� 1; Ln ) èëè x 2 [Ln �
Lm � � m� 1; Ln � Lm ) è

ĉn;m (x) =
Rm � Ln + x

� n� 1
;

à âî âòîðîì Lm + x 2 [Rn � � m� 1; Rn ) èëè x 2 [Rn � Lm � � m� 1; Rn � Lm ) è

ĉn;m (x) =
Rn � Lm � x

� n� 1
(ñì. ðèñ. 7) :

Ðèñ. 7. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ n � 2 è m � 2:

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �
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Key words: circle multiplication, Fib onacci's sequence, diophantine equations.
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ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ËÅÎÍÒÜÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ Â ÑÐÅÄÍÅÌ

ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Å.Þ. Ìàøêîâ

Êóðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Êóðñê, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ñèíãóëÿðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà ìû ïîíèìàåì

êàê ñïåöèàëüíûé êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå Èòî, ó êîòî-

ðûõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ èìåþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûå ÷èñëîâûå ìàòðèöû, îáðàçóþùèå âìåñòå

ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê. Êðîìå òîãî, â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ ñëàãàåìîå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò âðåìå-

íè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà îò äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëàãàåìîãî è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Äëÿ äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåñcà ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò òàê íàçûâàåìûõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî

Íåëüñîíó îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè èññëåäîâàíèè íå èñïîëüçîâàòü àïïàðàò

îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â òåîðèþ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì, èññëåäó-

åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàõîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé â

òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì, òåêóùàÿ ñêîðîñòü, áåëûé øóì, âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ, óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà.

Ââåäåíèå. Ñèíãóëÿðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà ìû ïîíèìà-

åì êàê âûðàæåíèå

~A� (t) =
Z t

0

~B� (s)ds+
Z t

0
f (s)ds+ ~w(t) ;

ãäå

~B + � ~A � ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèö ðàçìåðà m � n , � (t) � èñêîìûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ, ~w(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â Rn
, f (t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n -ìåðíàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ.

Ñèíãóëÿðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà â îáùåé ôîðìå êðàéíå

íåóäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ìû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðîíåêåðà è ïî-

ñëåäóþùåé çàìåíû ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèì åãî ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó, à ïîòîì

èçó÷àåì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå. Ñïåöèôèêà ïîäîáíûõ óðàâíåíèé òðåáóåò ðàññìîòðå-

íèÿ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � â äàííîì ñëó÷àå,

äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëàãàåìîãî è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïðîèçâîäíûå âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå êðàéíå òðóäíû

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êîíêðåòíûõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò ïðÿìîå èññëå-

äîâàíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ íåîáîçðèìî ñëîæíûì.

Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè àïïàðàòà ïðîèçâîäíûõ â

ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ íå çàäåéñòâîâàíû
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îáîáùåííûå ôóíêöèè. À èìåííî, ìû ïðèìåíÿåì ñèììåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå â ñðåä-

íåì (òåêóùèå ñêîðîñòè) âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òåêóùèå ñêîðîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ

îáùåé èäåîëîãèåé òåîðèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïî Íåëüñîíó, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííû-

ìè àíàëîãàìè ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ

èçó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé â

òåðìèíàõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ îñíîâ òåîðèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì â

îáúåìå, íåîáõîäèìîì äëÿ öåëåé íàñòîÿùåé ñòàòüè. Äàëåå, èçó÷àþòñÿ âîïðîñû î ïðè-

âåäåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñèíãóëÿðíîãî òèïà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Íàêîíåö,

ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ëåîíòüåâñêîãî òèïà.

Áîëåå ïîäðîáíî ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá àïïàðàòå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì èç-

ëîæåíû â [3, 4].

1. Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ � (t) â Rn
, t 2

[0; l], îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (
 ; F; P) è òàêîé, ÷òî

� (t) ÿâëÿåòñÿ L1
-ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé äëÿ âñåõ t . Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé òàêîé ïðîöåññ

îïðåäåëÿåò òðè ñåìåéñòâà � -ïîäàëãåáð � -àëãåáðû F :

(i) ¾ïðîøëîå¿ P�
t � ïîðîæäåííîå ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â Rn

ïðè âñåõ

îòîáðàæåíèÿõ � (s) : 
 ! Rn
äëÿ 0 < s < t ;

(ii) ¾áóäóùåå¿ F �
t � ïîðîæäåííîå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ t < s < l ;

(iii) ¾íàñòîÿùåå¿ N �
t � ïîðîæäåííîå ñàìèì îòîáðàæåíèåì � (t) .

Âñå ñåìåéñòâà ìû ñ÷èòàåì ïîëíûìè, òî åñòü ïîïîëíÿåì âñåìè ìíîæåñòâàìè âåðîÿòíîñòè

íóëü.

Ðàäè óäîáñòâà ìû îáîçíà÷àåì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(�jN �
t ) îòíîñè-

òåëüíî ¾íàñòîÿùåãî¿ N �
t äëÿ � (t) ÷åðåç E �

t . Îáû÷íîå (¾áåçóñëîâíîå¿) ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì E .

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïî÷òè âñå âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè ïðîöåññà � (t) íå äèôôåðåíöè-

ðóåìû, òàê ÷òî åãî ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

×òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñîãëàñíî Íåëüñîíó (ñì., íàïðè-

ìåð, [7�9]) äàåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1 [3, 4].

(i) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñïðàâà D� (t) ïðîöåññà � (t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1 -

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âèäà

D� (t) = lim
� t ! +0

E �
t

� � (t + � t) � � (t)
� t

�
;

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(
 ; F; P) è � t ! +0 îçíà÷àåò, ÷òî � t
ñòðåìèòñÿ ê 0 è 4 t > 0.

(ii) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëåâà D � � (t) ïðîöåññà � (t) â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü L1 -

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

D � � (t) = lim
� t ! +0

E �
t

� � (t) � � (t � � t)
� t

�
;
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ãäå ( êàê è â (i)) ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(
 ; F; P) è � t ! +0 îçíà÷àåò,

÷òî � t ñòðåìèòñÿ ê 0 è � t > 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, D� (t) 6= D � � (t) , íî åñëè, íàïðèìåð, � (t) ïî÷òè

íàâåðíîå èìååò ãëàäêèå âûáîðî÷íûå òðàåêòîðèè, ýòè ïðîèçâîäíûå î÷åâèäíî ñîâïàäàþò.

Èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñì. [10]) ñëåäóåò, ÷òî D� (t) è

D � � (t) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñóïåðïîçèöèè � (t) è áîðåëåâñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé

(ðåãðåññèé)

Y 0(t; x ) = lim
� t ! +0

E �
t

� � (t + � t) � � (t)
� t

�
�
� � (t) = x

�
;

Y 0
� (t; x ) = lim

� t ! +0
E �

t

� � (t) � � (t � � t)
� t

�
�
� � (t) = x

�

íà Rn
, òî åñòü, D� (t) = Y 0(t; � (t)) è D � � (t) = Y 0

� (t; � (t)) .

Îïðåäåëåíèå 2 [3, 4]. Ïðîèçâîäíàÿ DS = 1
2(D + D � ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé

ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì. Ïðîèçâîäíàÿ DA = 1
2(D � D � ) íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷åñêîé

ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ v� (t; x ) = ( Y 0(t; x ) + Y 0
� (t; x ))=2 è u� (t; x ) = ( Y 0(t; x ) �

Y 0
� (t; x ))=2.

Îïðåäåëåíèå 3 [3, 4].

v� (t) = v� (t; � (t)) = DS� (t) íàçûâàåòñÿ òåêóùåé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà � (t) ;

u� (t) = v� (t; � (t)) = DA � (t) íàçûâàåòñÿ îñìîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññà � (t) .

Òåêóùàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðÿìûì àíàëîãîì îáû÷íîé

ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè äåòåðìèèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 7�9]). Îñìî-

òè÷åñêàÿ ñêîðîñòü èçìåðÿåò íàñêîëüêî áûñòðî íàðàñòàåò ¾ñëó÷àéíîñòü¿ ïðîöåññà.

Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â íàøèõ êîíñòðóêöèÿõ èãðàåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [4], êîòî-

ðûé ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì w(t) .

Ëåììà 1 [4]. Äëÿ t 2 (0; l] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Dw(t) = 0 ; D � w(t) =
w(t)

t
; DSw(t) =

w(t)
2t

:

Ïðèâåäåì ëåììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âûñøèõ

ïîðÿäêîâ îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ñëåäóÿ ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé èç [3, 4], ïðîèçâîäíóþ

ïîðÿäêà k ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê D w
, D w

� èëè D w
S îò ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k � 1. Ýòè

îáîçíà÷åíèÿ ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî ìû âñåãäà èñïîëüçóåì � -àëãåáðó ¾íàñòîÿùåå¿ èìåííî

âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà w(t) .

Ëåììà 2.

(i) D w w(t)
t

= �
w(t)
t2

äëÿ t 2 (0; l) ; (ii) D w
�

w(t)
t

= 0 äëÿ t 2 (0; l] ;

(iii) D w
S = �

w(t)
2t2

äëÿ t 2 (0; l] .
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Ëåììà 3 [5].

(i) D w
� w(t)

tk

�
= � k

w(t)
tk+1

; (ii) D w
�

� w(t)
tk

�
= � (k � 1)

w(t)
tk+1

;

(iii) D w(t)
S

� w(t)
tk

�
= �

2k � 1
2

w(t)
tk+1

.

Ëåììà 4. [5]. Ïðè öåëîì k � 2 èìååò ìåñòî

D k
Sw(t) = ( � 1)k� 1

k� 1Q

i =1
(2i � 1)

2k

w(t)
tk

:

2. Ñèíãóëÿðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåîíòüåâñêîãî òèïà

è èõ ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Êàê ñêàçàíî âî ââåäåíèè, ñèíãóëÿðíîå

ñòîõàñòè÷åêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà � ýòî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå â Rn
âèäà

~A� (t) =
Z t

0

~B� (s)ds+
Z t

0
f (s)ds+ ~w(t) ; (1)

ãäå

~B + � ~A � ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèö ðàçìåðà m � n , � (t) � èñêîìûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ, ~w(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â Rn
, f (t) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n -ìåðíàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ.

Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö

~B + � ~A èìååòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Êðîíåêåðà (îïè-

ñûâàåòñÿ ïàðîé íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö (îïåðàòîðîâ) PL è PR ðàçìåðîâ m � m è n � n
ñîîòâåòñòâåííî), ïðè êîòîðîì ìàòðèöà PL

~BPR + �P L
~APR � êâàçèäèàãîíàëüíà (ñì. [1])

è óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

PL
~APRP � 1

R � (t) =
Z t

0
PL

~BPRP � 1
R � (s)ds+

Z t

0
PL f (s)ds+ PL ~w(t) : (2)

Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè âåêòîðîâ áàçèñà, â ìàòðèöå A = PL
~APR âäîëü

ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò â óêàçàííîì ïîðÿäêå áëîêè ñëåäóþùèõ òèïîâ: N � æîðäà-

íîâû êëåòêè ñ íóëÿìè âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, L è G �

ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû óêàçàííîãî íèæå òèïà. Â ìàòðèöå B = PL
~BPR â ñòðîêàõ, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ áëîêàì A , ñòîÿò â óêàçàííîì ïîðÿäêå áëîêè: E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

K � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, M è H � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû óêàçàííîãî íèæå âèäà.

Ïðèâåäåì âèä ìàòðèö L è M , G è H ÿâíî â îáùåì âèäå:

L =

0

B
B
B
B
B
@

0 1 0 : : : 0 0
0 0 1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 1 0
0 0 0 : : : 0 1

1

C
C
C
C
C
A

; M =

0

B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 0 0
0 1 : : : 0 0 0

.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0 0
0 0 : : : 0 1 0

1

C
C
C
C
C
A

;
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G =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 : : : 0 0
1 0 : : : 0 0
0 1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0
0 0 : : : 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

; H =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 0
0 1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0
0 0 : : : 0 1
0 0 : : : 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P �
L îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ PL , à (�; �) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â Rn
. Íàïîìíèì, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ~w(t) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïðî-

öåññîì ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 0 è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé It , ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

ò. å. ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ � w(t; x ) = (2 �t )� n=2 exp(� x2=2t) îòíîñèòåëüíî ôîð-

ìû îáúåìà åâêëèäîâîé ìåòðèêè (�; �) . Òàê êàê ìàòðèöà PL P �
L íåâûðîæäåíà, ñóùåñòâóåò

îáðàòíàÿ ìàòðèöà (PL P �
L )� 1 = ( P �

L )� 1P � 1
L . Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [2]), PL ~w(t) òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì ñî ñðåäíèì 0 è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé PL P �
L t è, çíà÷èò, ñ

ïëîòíîñòüþ

� PL ~w(t; x ) = [(2 �t )n �] � 1=2 exp
�

�
((PL P �

L )� 1x; x)
2t

�

îòíîñèòåëüíî òîé æå ôîðìû îáúåìà, ãäå � � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû PL P �
L .

Ââåäåì â Rn
íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå h�; �i ôîðìóëîé

hX; Y i = (( PL P �
L )� 1X; Y ):

Òåîðåìà 1.

(i) Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ X è Y èç Rn
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî hPL X; PL Yi = ( X; Y ) .

(ii) Ïðîöåññ w(t) = PL ~w(t) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì â ïðîñòðàíñòâå Rn
ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì h�; �i .

� Íàïîìíèì, ÷òî (PL P �
L )� 1 = ( P �

L )� 1P � 1
L . Òîãäà

hPL X; PL Yi = (( P �
L )� 1P � 1

L PL X; PL Y) = ( P � 1
L PL X ; P � 1

L PL Y) = ( X; Y ) :

Äèôôåðåíöèàë îáúåìà â ìåòðèêå h�; �i îòëè÷àåòñÿ ìíîæèòåëåì � � 1=2
îò äèôôåðåíöèàëà

îáúåìà â ìåòðèêå (�; �) , ò.å. ïëîòíîñòü ïðîöåññà PL ~w(t) îòíîñèòåëüíî ôîðìû îáúåìà

ìåòðèêè h�; �i èìååò âèä

(2�t )� n
2 exp

�
�

((PL P �
L )� 1x; x)
2t

�
= (2 �t )� n

2 exp
�

�
hx; x i

2t

�
:

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îñòàëüíûå òðåáîâàíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà òàêæå

âûïîëíÿþòñÿ äëÿ PL ~w(t) â ïðîñòðàíñòâå Rn
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì h�; �i . �

Ïóñòü e1 , e2 ,..., en � åñòåñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn
ñ (�; �) .

Ñëåäñòâèå 1. Âåêòîðû Ae1 , Ae2 ,..., Aen îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì h�; �i .
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Ñëåäñòâèå 2. Ââåäåì � (t) = P � 1
R � (t) . Â ïðîñòðàíñòâå Rn

ñ h�; �i â ðàçëîæåíèè ïî îð-

òîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó Ae1 , Ae2 ,..., Aen ñèíãóëÿðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåîí-

òüåâñêîãî òèïà èìååò âèä

A� (t) =
Z t

0
B� (s)ds+

Z t

0
PL f (s)ds+ w(t) :

Íàïîìíèì, ÷òî â âûðàæåíèÿ äëÿ òåêóùåé ñêîðîñòè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â äàí-

íîì ñëó÷àå âõîäèò Grad (P � 1
L x; P � 1

L x) , ãäå Grad � ãðàäèåíò îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ h�; �i .

Ëåììà 5. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà dhx; x i = d(P � 1
L x; P � 1

L x) = 2( P �
L )� 1P � 1

L x , ãäå d �

âíåøíèé äèôôåðåíöèàë.

Ëåììà 6. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà Grad hx; x i = Grad (P � 1
L x; P � 1

L x) = 2 x .

� Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû ïîäíÿòèÿ èíäåêñîâ

Grad(P � 1
L x; P � 1

L x) = PL P �
L d(P � 1

L x; P � 1
L x)

è èç ïðåäûäóùåé ëåììû. �

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòîáðàæåíèè â Rn
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì h�; �i ôîðìóëû

äëÿ òåêóùèõ ñêîðîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñîõðàíÿþò ñâîé âèä.

3. Ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëåîíòüåâñêîãî òèïà.

Èòàê, åñëè ïó÷åê

~B + � ~A ñèíãóëÿðåí, òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðîíåêåðà

ñèíãóëÿðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåîíòüåâñêîãî òèïà â ïðîñòðàíñòâå Rn
ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì h�; �i ïðèîáðåòàåò âèä

A� (t) =
Z t

0
B� (s)ds+

Z t

0
PL f (s)ds+ w(t) : (3)

Èç âèäà (3) ïîíÿòíî, ÷òî, äëÿ ïðîñòîòû, ïðåäïîëàãàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå � (0) = 0
äëÿ ðåøåíèÿ âèäà (3). Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ïîñòðîåííûå íàìè íèæå ðåøåíèÿ ýòîìó

óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿþò è, áîëåå òîãî, ïðè t = 0 îíè íå îïðåäåëåíû. Ïîýòîìó ìû

àïïðîêñèìèðóåì ðåøåíèÿ ïðîöåññàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íà÷àëüíîìó óñëî-

âèþ, íî ñòàíîâÿòñÿ ðåøåíèÿìè ëèøü ñ íåêîòîðîãî (çàðàíåå çàäàííîãî ñêîëü óãîäíî

ìàëîãî) ìîìåíòà âðåìåíè t0 > 0 (ñì. íèæå).

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðåïèñàâ (3) â âèäå

A� (t) � B
Z t

0
� (s)ds �

Z t

0
PL f (s)ds = w(t) ;

ìû âèäèì, ÷òî ¾íàñòîÿùåå¿ äëÿ ïðîöåññà

A� (t) � B
Z t

0
� (s)ds �

Z t

0
PL f (s)ds
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ñîâïàäàåò ñ ¾íàñòîÿùèì¿ äëÿ w(t) . Ïîýòîìó ïîñëåäíþþ � -àëãåáðó ìû è áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì, ò. å. ïðèìåíÿòü ê (3) ïðîèçâîäíûå D w
,

D w
� èëè D w

S .

Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ìàòðèö A è B , íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (3) ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëü-

êî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÷åòûðåõ òèïîâ (êàæäîé ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî-

êîâ â A è B ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå îïðåäåëåííîãî òèïà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç � (t) , � (t) ,

� (t) , � (t) êîìïîíåíòû âåêòîðà � (t) , ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì áëîêîâ N è E , E è K , L
è M , G è H , ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ïîñðåäñòâîì u(t); v(t); g(t); z(t) îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà PL f (t) . Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âèíåðîâ-

ñêîãî ïðîöåññà áóäóò òîæå âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè. Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ, êàê è ñàì

âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ïîñðåäñòâîì w(t) . Èññëåäóåì êàæäûé òèï óðàâíåíèé.

Ïàðå ìàòðèö N è E ðàçìåðà (p + 1) � (p + 1) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà òèïà

N� (t) =
Z t

0
� (s)ds+

Z t

0
u(s)ds+ w(t) ; (4)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

0 0 0 : : : 1

0 0 0 : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 1(t)

� 2(t)
.

.

.

� p(t)

� p+1 (t)

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

Rt
0 (� 1(s) + u1(s))ds

Rt
0 (� 2(s) + u2(s))ds

.

.

.Rt
0 (� p(s) + up(s))ds

Rt
0 (� p+1 (s) + up+1 (s))ds

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
B
B
@

w1(t)

w2(t)
.

.

.

wp(t)

wp+1 (t)

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (5)

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) ïîëó÷àåì, ÷òî

Z t

0
(� p+1 (s) + up+1 (s))ds = � wp+1 (t) : (6)

Òàê êàê èìåííî òåêóùàÿ ñêîðîñòü (ñèììåòðè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì) ñîîòâåò-

ñòâóåò ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòè, èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû íàõîäèì � p+1 (t) ïðèìåíåíèåì ê

îáåèì ÷àñòÿì ïðîèçâîäíîé D w
S . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì

D w
è D w

� (è, ñëåäîâàòåëüíî, D w
S ) ê èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè äàåò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò

� p+1 (t) . Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì, ÷òî

� p+1 (t) = � up+1 (t) � DSwp+1 (t) = � up+1 (t) �
wp+1 (t)

2t
: (7)

Èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

� p+1 (t) =
Z t

0
(� p(s) + up(s))ds+ wp(t) ; (8)

îòêóäà, ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íî ñäåëàííûì âûøå, çàêëþ÷àåì

� p(t) = � up(t) + D w
S � p+1 (t) � D w

S wp(t) :
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Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ � p+1 (t) èç (5) è èñïîëüçîâàâ Ëåììó 2,

ïîëó÷èì

� p(t) = �
dup+1

dt
� up(t) +

wp+1 (t)
2t2

�
wp(t)

2t
: (9)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, äëÿ 1 � i � p ìû ïîëó÷àåì ðåêóðåíòíóþ ôîðìóëó

� i (t) = D w
S � i +1 (t) � D w

S wi (t) � ui : (10)

Ñ ïîìîùüþ Ëåìì 3 è 4 ïî ôîðìóëå (10) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ

ëþáîãî � i (t) .

Äëÿ ïàðû ìàòðèö E è K ðàçìåðà (q+ 1) � (q+ 1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó â Rq+1
òèïà

� (t) = K �
Z t

0
� (s)ds+

Z t

0
v(s)ds+ w(t) ; (11)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (11) èçâåñòíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèé

� (t) =
Z t

0
v(� ) expK (t � � )d� +

Z t

0
expK (t � � )dw(� ) :

Ðàññìîòðåâ ïàðó ìàòðèö L è M ðàçìåðà l � (l + 1) , ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà

L� (t) =
Z t

0
M� (s)ds+

Z t

0
g(s)ds+ w(t) : (12)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 : : : 0 0

0 0 1 : : : 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 1 0

0 0 0 : : : 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1(t)

� 2(t)
.

.

.

� l (t)

� l+1 (t)

1

C
C
C
C
C
C
A

=
Z t

0

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 0 0

0 1 : : : 0 0 0
.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0 0

0 0 : : : 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1(s)

� 2(s)
.

.

.

� l (s)

� l+1 (s)

1

C
C
C
C
C
C
A

ds+

+
Z t

0

0

B
B
B
B
B
B
@

g1(s)

g2(s)
.

.

.

gl � 1(s)

gl (s)

1

C
C
C
C
C
C
A

ds+

0

B
B
B
B
B
B
@

w1(t)

w2(t)
.

.

.

wl � 1(t)

wl (t)

1

C
C
C
C
C
C
A

; (13)

ò. å.

� 2(t) =
Z t

0
(� 1(s) + g1(s))ds+ w1 ;

� 3(t) =
Z t

0
(� 2(s) + g2(s))ds+ w2 ;

� l+1 (t) =
Z t

0
(� l (s) + gl (s))ds+ wl :
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå � l+1
ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ

êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà l , à ïîòîì ðåêó-

ðåíòíî ïîëó÷èòü âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïðîöåññà � . Äåëî îáñòîèò òàêèì îáðàçîì

ïîòîìó, ÷òî â ñèñòåìå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé,

ò. å. ñèñòåìà íåäîîïðåäåëåíà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðâîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, èìåþò

ìåñòî ôîðìóëû:

� l (t) = D w
S � l+1 � D w

S W l � gl (t) = D w
S � l+1 �

wl (t)
2t

� gl (t) ;

� l (t) =
Z t

0
(� l � 1(s) + gl � 1(s))ds+ wl � 1 ;

� l � 1(t) = D w
S � l � D w

S wl � 1 � gl � 1(t) = D 2
S� l+1 +

wl (t)
4t2

�
wl � 1

2t
� gl � 1 :

Òî÷íî òàêæå, äëÿ 1 � i � l ïîëó÷àåì

� i (t) = D w
S � i +1 � D w

S wi (t) � gi (t) : (14)

Ñ ïîìîùüþ Ëåìì 3 è 7 ïî ôîðìóëàì (14) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ

ëþáîãî � i (t) .

È, íàêîíåö, äëÿ ìàòðèö G è H ðàçìåðà (k + 1) � k èìååì ñèñòåìó òèïà

G� (t) =
Z t

0
H� (s)ds+

Z t

0
z(s)ds+ w(s) : (15)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ïîëó÷àåì ñèñòåìó âèäà

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 : : : 0 0

1 0 : : : 0 0

0 1 : : : 0 0
.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0

0 0 : : : 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1(t)

� 2(t)
.

.

.

� k� 1(t)

� k(t)

1

C
C
C
C
C
C
A

=
Z t

0

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 : : : 0 0

0 1 : : : 0 0
.

.

.

.

.

. : : :
.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0

0 0 : : : 0 1

0 0 : : : 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1(s)

� 2(s)
.

.

.

� k� 1(s)

� k(s)

1

C
C
C
C
C
C
A

ds+

+
Z t

0

0

B
B
B
B
B
B
@

z1(s)

z2(s)
.

.

.

zk (s)

zk+1 (s)

1

C
C
C
C
C
C
A

ds+

0

B
B
B
B
B
B
@

w1(t)

w2(t)
.

.

.

wk(t)

wk+1 (t)

1

C
C
C
C
C
C
A

(16)
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èëè

0 =
Z t

0
(� 1(s) + z1(s))ds+ w1 ;

� 1(t) =
Z t

0
(� 2(s) + z2(s))ds+ w2 ;

� k� 1(t) =
Z t

0
(� k(s) + zk (s))ds+ wk ;

� k(t) =
Z t

0
zk+1 (s)ds+ wk+1 :

Íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

� 1(t) = � z1(t) � D w
S w1 = � z1 �

w1(t)
2t

; (17)

� 2(t) = � z2(t) + D w
S � 1 � D w

S w2(t) = � z2(t) �
dz1(t)

dt
+

w1(t)
4t2

�
w2(t)

2t
;

� k(t) = � zk (t) �
dzk� 1(t)

dt
� ::: �

dk� 1z1(t)
dtk� 1

�

� DSwk(t) � D 2
Swk� 1(t) � ::: � D k

Sw1(t) ;

à òàêæå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

Z t

0
zk+1 (s)ds+ wk+1 (t) = � zk (t) �

dzk� 1(t)
dt

� ::: �
dk� 1z1(t)

dtk� 1
�

� DSwk(t) � D 2
Swk� 1(t) � ::: � D k

Sw1(t) :

Åñëè êîìïîíåíòû wi
íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.

Çäåñü ÷èñëî óðàâíåíèé íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, ò. å. äàííàÿ ïîäñè-

ñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà. Êàê è ðàíåå, äëÿ 2 � i � k èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

� i (t) = � zi (t) + D w
S � i � 1 � D w

S wi (t) : (18)

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì (5), (13) è

(16). Èç îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âèäíî, ÷òî îíè êîððåêòíî

îïðåäåëåíû òîëüêî íà îòêðûòûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, ïîñêîëüêó â èõ êîíñòðóêöèè

çàäåéñòâîâàíû, êàê ïðèðàùåíèÿ ïî âðåìåíè âïðàâî, òàê è âëåâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå Ëåììû 2, 3 è 4, à òàêæå ôîðìóëû (7) è (10), (14), (17) è (18), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ïîëó÷åííûå âûøå ðåøåíèÿ � i (t) îïèñûâàþòñÿ êàê ñóììû, â êîòîðûõ êàæäîå ñëàãàåìîå

ñîäåðæèò ñîìíîæèòåëü âèäà wj (t)=tk , k � 1. Òàê ÷òî ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íî-

ñòè ïðè t ! 0, ò. å. çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ïðè t = 0 íå ñóùåñòâóþò.

Îäèí èç âàðèàíòîâ ðàçðåøåíèÿ óêàçàííîé ñèòóàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàôèêñè-

ðóåì ñêîëü óãîäíî ìàëûé ìîìåíò âðåìåíè t0 2 (0; l) è çàäàäèì ôóíêöèþ t0(t) ôîðìóëîé

t0(t) =

(
t0 ; åñëè 0 � t � t0;

t ; åñëè t0 � t :
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Ýëåìåíòû wj (t)=tk â ôîðìóëàõ (7) è (10), (14), (17) è (18) çàìåíèì íà wj (t)=(t0(t))k
.

Ïîëó÷åííûå ïðîöåññû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áóäóò ïðèíèìàòü íóëåâûå çíà÷åíèÿ,

îäíàêî îíè ñòàíóò ðåøåíèÿìè òîëüêî ïðè t > t 0 . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçíûõ ìîìåí-

òîâ âðåìåíè t (1)
0 è t (2)

0 ïðè t > max(t (1)
0 ; t(2)

0 ) çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ ï.í.

ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 2. Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ñóùåñòâåííî çàâè-

ñÿò îò òîãî, � -àëãåáðó ¾íàñòîÿùåå¿ êàêîãî ïðîöåññà ìû èñïîëüçóåì. Ïðîèëþñòðèðóåì

ýòî íà ïðèìåðå ïîëó÷åííûõ âûøå ôîðìóë. Â Çàìå÷àíèè 1 ìû îáîñíîâàëè èñïîëüçîâàíèå

� -àëãåáðû ¾íàñòîÿùåå¿ n -ìåðíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà (ò.å. èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîä-

íîé D w
S ), èñõîäÿ èç ðàññìîòðåíèÿ (3) êàê åäèíîé ñèñòåìû. Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, â

óñëîâèå êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîæåò âõîäèòü òðåáîâàíèå îá èñïîëüçîâàíèè êàêîé-íèáóäü

äðóãîé � -àëãåáðû. Òîãäà ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé èçìåíÿòñÿ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå

ñèñòåìû óðàâíåíèé (5). Íàïðèìåð, òàê ïðîèçîéäåò åñëè ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ ñè-

ñòåìû (5) ïî îòäåëüíîñòè. Óðàâíåíèå (6) íå çàâèñèò îò äðóãèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (5)

è ìîæåò èññëåäîâàòüñÿ îòäåëüíî îò (5). Â ýòîì ñëó÷àå, ðàññóæäàÿ êàê â Çàìå÷àíèè 1,

÷òî â êîíñòðóêöèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì äëÿ ïðîöåññîâ � p+1 (t) è wp+1 (t) íàäî èñïîëü-

çîâàòü � -àëãåáðó ¾íàñòîÿùåå¿ ïðîöåññà wp+1 (t) . Ïåðåïèøåì çàòåì óðàâíåíèå (8) â âèäå

� p+1 (t) �
Rt

0 � p(s)ds = wp(t) . Îïÿòü ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî Çàìå÷àíèþ 1, ïðèäåì ê âû-

âîäó, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì ïðîöåññîâ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàäî èñïîëüçîâàòü

� -àëãåáðó ¾íàñòîÿùåå¿ ïðîöåññà wp(t) è ò. ä. Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòû n -ìåðíîãî ïðî-

öåññà w(t) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè 1-ìåðíûìè âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè. Ïî ñâîéñòâàì

óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E w i

t (wj (t)) = E(wj (t)) = 0 ïðè

i 6= j . Àíàëîã ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (10) ïðèìåò âèä � i (t) = D w i

S � i +1 (t) � D w i

S wi (t) .

Îäíàêî, èç ñêàçàííîãî âûøå è êîíñòðóêöèè ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì âûòåêàåò, ÷òî

D w i

S � i +1 = 0 , ò.å. � i (t) = � D w i

S wi = � w i (t )
2t ïðè âñåõ i = 1; 2; :::; p; p+ 1 . Àíàëîãè÷íîå

çàìå÷àíèå ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ñèñòåì (13) è (16).
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SINGULAR STOCHASTIC EQUATIONS

OF THE LEONTIEV TYPE AND DERIVATIVE IN AVERAGE

OF RANDOM PROCESSES

E.Yu. Mashkov

Kursk State University,

Kursk, Russia

Abstract. Singular sto chastic equations of the Leontiev typ e are understo o d as the sp ecial class

of sto chastic di�erential equations of the Ito form which have some rectangular numerical matrices

at their left and right sides generating singular bundle. Besides, at the right side there is the item

dep ending on time only. For investigation of such equations, it is necessary to use derivatives of

arbitrary order on the deterministic summand and the wiener pro cess. For di�erentiation of wiener

pro cess the technique of so-called Nelson's derivatives in average on random pro cesses is applied. It

p ermits do not use the technique of generalized functions. The short intro duction into the theory

of derivatives in average is prop osed, it is studied the transformation of equations to the canonical

form and it is found formulas of solutions in terms of derivatives in average on the wiener pro cess.

Key words: derivative in average, velo city, white noise, Wiener pro cess, Leontiev's equation.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûé îò

êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ëèíèé ðåãðåññèè ïî ìèíèìóìó

ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò ñòàòèñòè÷åñêèõ òî÷åê. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê íååäèíñòâåí-

íîìó ðåøåíèþ (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà âûáîðà ïðÿìîé), ÷òî èìååò ãåîìåò-

ðè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Äàíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïî äâóì ìåòîäàì,

êîòîðûå ïîêàçàëè á�îëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïî ñòåïåíè îòêëîíåíèÿ îò

ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàñïðîñòðàíèòü äàííûé àëãîðèòì íà çàäà÷è

ìíîãîôàêòîðíîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãðåññèîííûé àíàëèç, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íåêëàññè÷åñêèé

âàðèàíò ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, äèñïåðñèÿ.

Êàê èçâåñòíî [1], ïðàêòè÷åñêè âñÿ ïðèêëàäíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà îñíîâàíà

íà ìåòîäàõ, ðàçðàáîòàííûõ ïðèìåíèòåëüíî ê íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì âåëè÷èíàì. Â

ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ñ íàïàäêàìè íà íîðìàëü-

íûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

â ýêîíîìèêå âñòðå÷àåòñÿ âåñüìà ðåäêî. Â ýòîì ñëó÷àå òðàäèöèîííûå ìåòîäû àíàëè-

çà ñòàòèñòè÷åñêîé ýêîíîìè÷åñêîé èíôîðìàöèè íå ïðèãîäíû. Ýòî çàêëþ÷åíèå âåñüìà

íåïðîñòîå, ò.ê. òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü äðóãèå, îòëè÷íûå îò êëàññè÷åñêèõ, ìåòîäû àíà-

ëèçà.

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç îòíîñèòñÿ ê îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ïðè¼ìîâ

èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Îí ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ñðåäíåâçâåøåííûå

òðåíäû, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, íàïðèìåð,

â ýêîíîìèêå íà îñíîâå íàêîïëåííîé ðàíåå èíôîðìàöèè. Îáúåêòèâíîñòü òàêèõ ïðîãíîçîâ

èíîãäà íå î÷åíü âûñîêàÿ, íî åñòü íåñêîëüêî òðåáîâàíèé, êîãäà òàêîé ïðîãíîç ìîæåò

áûòü íàó÷íî îïðàâäàí. Íà÷í¼ì ñ îäíîôàêòîðíîãî ëèíåéíîãî àíàëèçà. Òðåáóåòñÿ íàéòè

òåñíîòó ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ïðèçíàêàìè â âèäå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

C = kx + b : (1)

Êîýôôèöèåíòû k , b íàõîäÿò ïî ìèíèìóìó ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïî îñè Oy
ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ îò ëèíåéíîé ôóíêöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà •12-07-00624 à,

•13-07-01003 à.
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Åñëè ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå ~x i = x i � �x; ~yi = yi � �y; ãäå

�x =

 
nX

i =1

x i

!

=n; �y =

 
nX

i =1

yi

!

=n;

òî îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

k =

nX

i =1

~x i ~yi

nX

i =1

~x2
i

=
� xy

� 2
x

: (2)

b= �y � k �x (3)

Ôîðìóëû (2), (3) îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðû ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ.

Óðàâíåíèå (1) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå:

y � �y = r
� y

� x
(x � �x) ; (4)

ãäå

r =
� xy

� x � y
; (5)

� xy =

 
nX

i =1

~x i ~yi

!
.

n:

Êîýôôèöèåíò r â ôîðìóëå (5), êàê èçâåñòíî, íîñèò íàçâàíèå êîýôôèöèåíòà êîððå-

ëÿöèè è îáëàäàåò ñâîéñòâîì jr j � 1. Åñëè jr j � 0, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû y , x ïî÷òè íå

ñâÿçàíû è, íàîáîðîò, åñëè jr j � 1, òî òåñíîòà ñâÿçè ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè � ñèëüíàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðåãðåññèè íèêàê íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ

ëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè íîðìàëüíîé èëè íåò.

Çàìåíèì óñëîâèå ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïî îñè Oy íà ìèíèìèçà-

öèþ ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

S(k; b) =
nX

i =1

(kx i + b� yi )2

k2 + 1
! min :

Òàêàÿ çàìåíà, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, ïðèâîäèò ê äâîéñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

è îñîáåííî öåëåñîîáðàçíà, êîãäà òåñíîòà ñâÿçè ìåæäó ôàêòîðàìè y; x � ñèëüíàÿ [2].

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà k â ñëó÷àå

nX

i =1

~x i ~yi 6= 0 îïðåäåëÿþòñÿ èç ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ

k2 +

nX

i =1

(~y2
i � ~x2

i )

nX

i =1

~x i ~yi

� k � 1 = 0 ;



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 63

èëè â îáùåïðèíÿòûõ òåðìèíàõ ñòàòèñòèêè

k2 +
� 2

y � � 2
x

� xy
k � 1 = 0 : (6)

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîðíåé k1 , k2 óðàâíåíèÿ (6), ïàðàìåòðû ïðÿìîé b1 , b2 âû÷èñëÿ-

þòñÿ ïî ôîðìóëàì:

b1 = �y � k1 �x ; b2 = �y � k2 �x ;

ãäå

k1 =
� � +

p
� 2 + 4

2
; k2 =

� � �
p

� 2 + 4
2

; � =
� 2

y � � 2
x

� xy
:

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

(k1~x i � ~yi )p
k2

1 + 1
;

(k2~x i � ~yi )p
k2

2 + 1
;

êîòîðûå ðàâíû îòêëîíåíèÿì ïî ðàññòîÿíèþ îò òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x i ; yi ) äî ïðÿìûõ

y = k1x + b1 , y = k2x + b2 äîëæíû áûòü íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñ íóëåâûìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå èìè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ

ïðîãíîçà äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå.

Èññëåäîâàíèÿ â ýêîíîìèêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæåñòâåííîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëè-

çà, ïðåäúÿâëÿþò ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ òàêèå æå òðåáîâàíèÿ íîðìàëüíîñòè

îòêëîíåíèé, êàê ýòî îïèñàíî âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè â ýêîíîìèêå ìåòîäàìè

ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ

ïðîãíîçíûõ ðåøåíèé, ðåêîìåíäóåòñÿ àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòî-

ÿíèé, ò.ê. îí äà¼ò ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïîãðåøíîñòè ïðè ïðîãíîçå. Ñîãëàñíî ïðèâåäåí-

íûì âûøå ôîðìóëàì

S1(k) =
nX

i =1

(k~x i � ~yi )
2 = n

�
� x

2k2 � 2� xy k + � 2
y

�
: (7)

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå k èç ôîðìóëû (7) ïîçâîëÿåò íàïðÿìóþ ïîäñ÷èòàòü ñóììó

êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïî îñè Oy:

S1 (k)< 8= = n
�

� 2
y �

� 2
xy

� 2
x

�
=

nX

i =1

~y2
y �

 
nX

i =1

~x i ~yi

! 2 ,  
nX

i =1

~x2
i

!

:

Â ñëó÷àå, êîãäà ðåãðåññèîííàÿ ïðÿìàÿ âûáèðàåòñÿ èç ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàñ-

ñòîÿíèé, èìååì

S2 (k) =
nX

i =1

(k~x i � ~yi )
2

k2 + 1
=

S1 (k)
k2 + 1

: (8)

Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò âàæíûé âûâîä. Íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k , à,

ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ìèíèìàëüíîãî åãî çíà÷åíèÿ

S2 (k) � S1 (k) :
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Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ïðÿìîé ðåãðåññèè ïî ìèíèìóìó ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

ðàçóìíî è ïðàêòè÷åñêè áîëåå îáîñíîâàíî, ÷åì ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå.

Ñîîòíîøåíèå (8) îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå ñó-

ùåñòâåííî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, êîòîðûå ñèëüíî êîððåëèðîâàííû, ò.å. ïðè jr j � 1
(â ýòîì ñëó÷àå jkj ! + 1 ).

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé S2 (k1) , S2 (k2) ñëåäóåò âûáðàòü ìèíèìàëüíîå

è òàêîé âûáîð ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ðåãðåññèîííîé ïðÿìîé ïî ìèíèìóìó ñóììû

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí áåç âñÿêîãî èçìåíåíèÿ â çàäà-

÷àõ îïòèìàëüíîé òðàññèðîâêè ëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ âîäî- è ãàçîïðîâîäîâ, àâòîìîáèëüíûõ

òðàññ, ìèíèìàëüíî óäàëåííûõ îò ïîòðåáèòåëåé è íàñåëåííûõ ïóíêòîâ.

Èçëîæåííûå âûøå èäåè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ìíîãîôàêòîðíûé ðåãðåññèîííûé àíà-

ëèç. Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðîñòîòû, ðåàëèçàöèþ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ïðèìåíèòåëüíî

ê äâóõôàêòîðíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ z çàâèñèò îò äâóõ ïðèçíàêîâ x , y , ò.å.

z = � + �x + y : (9)

Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû � , � ,  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

~x i = x i � �x; ~yi = yi � �y; ~zi = zi � �z :

Òîãäà ôîðìóëà (9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

~zi = � ~x i +  ~yi ; (10)

� = �z � � �x �  �y ; (11)

�x =

 
nX

i =1

x i

! ,

n; �y =

 
nX

i =1

yi

! ,

n; �z =

 
nX

i =1

zi

! ,

n:

Êîýôôèöèåíòû � ,  ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå íàõîäÿò èç ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ

îòêëîíåíèé ïî îñè Oy

S1 (�;  ) =
nX

i =1

(� ~x i +  ~yi � ~zi )
2 ! min :

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè S (�;  ) íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

@S1
@�

= 0;
@S1
@

= 0 : (12)

Ñèñòåìà (12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

nX

i =1

(� ~x i +  ~yi � ~zi ) ~x i = 0;
nX

i =1

(� ~x i +  ~yi � ~zi ) ~yi = 0 : (13)
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Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè, (13) ïåðåïèøåì åå â âèäå ñèñòåìû

äâóõ óðàâíåíèé (
�� 2

x + � xy = � xz ;

�� xy + � 2
y = � yz :

(14)

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (14), î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ

� =
� xz � 2

y � � xy � yz

� 2
x � 2

y � � 2
xy

;  =
� yz� 2

x � � xy � yz

� 2
x � 2

y � � 2
xy

: (15)

Ôîðìóëû (15) äàþò îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ � ,  . Ïîñëå èõ íàõîæäåíèÿ ïà-

ðàìåòð � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (11). Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà åñòü êëàññè÷åñêèé äâóõ-

ôàêòîðíûé ðåãðåññèîííûé àíàëèç.

Íîâûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òåõ æå êîýôôèöèåíòîâ ïî ìèíèìóìó ñóì-

ìû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

S2 (�;  ) =
nX

i =1

(� ~x i +  ~yi � ~zi )
2

1 + � 2 +  2
:

Ñèñòåìà óðàâíåíèé

@S2
@�

= 0;
@S2
@

= 0;

èìååò âèä

8
>>>><

>>>>:

nX

i =1

�
~x i (� ~x i +  ~yi � ~zi )

�
1 + � 2 +  2

�
� � (� ~x i +  ~yi � ~zi )

2� = 0;

nX

i =1

�
~yi (� ~x i +  ~yi � ~zi )

�
1 + � 2 +  2

�
�  (� ~x i +  ~yi � ~zi )

2�
= 0:

(16)

Èñïîëüçóÿ îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè, ñèñòåìó (16) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

8
>>>><

>>>>:

(1 + � 2 +  2) ( �� 2
x + � xy � � xz ) � �

�
� 2� 2

x +  2� 2
y+

+ � 2
z � 2�� xy + 2�� xz + 2� yz) = 0 ;

(1 + � 2 +  2)
�
�� xy + � 2

y � � yz

�
� 

�
� 2� 2

x +  2� 2
y+

+ � 2
z � 2�� xy + 2�� xz + 2� yz) = 0 :

(17)

Ñèñòåìà (17) � íåëèíåéíàÿ è ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé. Å¼ ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå 8
>>>><

>>>>:

nX

i =1

ai ~x i =
�

1 + � 2 +  2

nX

i =1

a2
i ;

nX

i =1

ai ~yi =


1 + � 2 +  2

nX

i =1

a2
i ;



66 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34

ãäå � ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ � ,  âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

� = �z � � �x �  �y:

×èñëî ðåøåíèé, êàê ïîêàçûâàåò ïðîñòîé àíàëèç [3], ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêî-

íå÷íûì.

Äëÿ äâóõôàêòîðíîãî êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ñïðàâåäëèâ âûâîä, ñäåëàííûé âû-

øå: âûáîð ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè ïî ìèíèìóìó ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äà-

¼ò ìåíüøóþ äèñïåðñèþ, ÷åì êëàññè÷åñêèé ìåòîä. Äèñïåðñèÿ ïî äâóì ìåòîäàì áóäåò

ðàçëè÷àòüñÿ áîëåå ñóùåñòâåííî äëÿ ñèëüíî êîððåëèðîâàííûõ âåëè÷èí. Ñðåäíÿÿ ñóììà

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé áóäåò ìåíüøå â 1 + � 2 +  2
ðàç, ÷åì ñðåäíÿÿ ñóììà îòêëîíåíèé

ïî îñè Oz, ò.å. äèñïåðñèè ïðè êëàññè÷åñêîì âûáîðå [4].
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Abstract. prop oses The algorithm of �nding regression functions �nding is prop osed. It is

di�ered from the classical approach. The metho d consists of the choice of regression lines according

to the minimum of the sum of squared distances form statistical p oints. The approach leads to

non-uniqueness of the solution (in the opp osite to the classical algorithm the lines choice) which

has the geometric explanation. Examples are given of calculating the correlation co e�cient for two

metho ds which showed the higher e�ciency of the metho d according to the degree of deviation

from statistical data. It is made the attempt to extend the algorithm to the problem of multivariate

regression analysis. It is provided some practical calculations of correlation parameters in relation

to the sp eci�c statistical information.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà íà ïëîñ-

êîñòè, îïðåäåëÿåìîå îïåðàòîðîì Êîøè-Ðèìàíà, ñ îñîáåííîñòüþ âûñîêîãî ïîðÿäêà â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Óñòàíàâëèâàþòñÿ íàëè÷èå ðåøåíèé è ÿâíûå âûðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Êîøè-Ðèìàíà, ñâåðõñèíãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå, èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå, ãðàíè÷íûå çàäà÷è.

Ïóñòü G� îäíîñâÿçíàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì çàìêíó-

òûì êîíòóðîì @G2 C1;� ; 0 < � < 1; ñîäåðæàùàÿ âíóòðè òî÷êó z = 0:
Â îáëàñòè G ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ îñîáåííîñòüþ âûñîêîãî

ïîðÿäêà â íà÷àëå êîîðäèíàò

mY

j =1

 

@z � A j (z)

!

U + B(z)U = F (z); A j (z) =
zaj (z)
r n+1

; (1)

ãäå 2@z = @x + i@y � îïåðàòîð Êîøè-Ðèìàíà, n � 1, aj (z) , j = 1; m , U(z) � èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ, B(z); F (z) � ôèêñèðîâàííûå çàäàííûå ôóíêöèè.

Èç óðàâíåíèÿ (1) ïðè m = 1 ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó Êîøè-Ðèìàíà, êîòîðàÿ

â êëàññå ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî. Îñíîâîïîëàãà-

þùåé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðàôèÿ È.Í. Âåêóà [2]. Òåîðèÿ Âåêóà

ïîñòðîåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-

ñòâó Lp(G); p > 2: Ïîýòîìó äàæå óðàâíåíèå ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè, êàê A1(z) = 1 =z,

B1(z) = 1 =z íå âïèñûâàåòñÿ â ýòó òåîðèþ. Ðàçðàáîòêè ïî ïðîáëåìå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè áûëè íà÷àòû åùå â 1957-1963 ãîäàõ

Ë.Ã. Ìèõàéëîâûì, î ÷åì ìîæíî ñóäèòü ïî åãî ìîíîãðàôèè [4]. Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòè â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå,

ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ç.Ä. Óñìàíîâà[7], Í.Ð. Ðàäæàáîâà[5], À. Òóíãàòàðîâà, À.Þ. Òèìî-

ôååâà, Ã.Ò. Ìàêàöàðèÿ , Ì. Ðàéññåãà è äð. ó÷åíûõ. Âïåðâûå îñíîâàòåëüíàÿ ðàáîòà ïî

èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñâåðõñèíãóëÿðíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè áûëà ïðîâåäåíà Í.Ð. Ðàäæàáîâûì (ñì., íàïðèìåð, [5]).

Èç óðàâíåíèÿ (1) ïðè m = 2 ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðîì

Êîøè-Ðèìàíà è ñî ñâåðõñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (ñëó÷àé m = 2 ) ñ îïåðàòîðîì @z ÿâëÿåòñÿ

óðàâíåíèå Uz2 = 0; äëÿ êîòîðîãî åùå â 1948ã. À.Â. Áèöàäçå äîêàçàíà íåêîððåêòíîñòü
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ïîñòàíîâêè çàäà÷è Äèðèõëå [1]. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òàêèõ è îáùèõ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè âíåñ À.Ï. Ñîëäàòîâ (ñì., íàïðè-

ìåð, [6]). Ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áèöàäçå ñ äîáàâëåííûìè ìëàäøèìè ïðîèç-

âîäíûìè â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ áûëî èññëåäîâàíî òàêæå Ð.Ñ. Ñàêñîì ,

Í.Å. Òîâìàñÿíîì è äðóãèìè.

Îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ îïå-

ðàòîðîì Êîøè-Ðèìàíà â ñëó÷àå ñ ñâåðõñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å. óðàâíåíèå

(1).

Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ U 2 C(Gn0) íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìóþ ïî z äî m � 1� ãî ïîðÿäêà, à îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ m � ãî ïîðÿäêà

ïî z ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp(G" ) äëÿ ëþáîãî " > 0, ãäå G" = G \ fj zj > " g:
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(T f )(z) = �
1
�

Z

G

f (� )d�d�
� � z

; A j (z) = zaj (z)
r n +1 ;

A j 0(z) =
z

r n+1
[aj 0(z) � aj 0(0)] ; j = 1; m ; ! (z) = 2

(n� 1)r n � 1 :
(2)

Ëåììà 1. Ïóñòü n > 1 è, â îáîçíà÷åíèÿõ (2), ôóíêöèÿ A j 0 2 Lp(G) , p > 2 òàê, ÷òî

hj (z) = ( T Aj 0)(z) +
aj (0)

(n � 1)�i

Z

@G

�
j� jn+1

d�
� � z

2 H (G) :

Òîãäà ïðè n > 1 ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë (T Aj )(z) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèì â âèäå

(T Aj )(z) = � aj (0)! (z) + hj (z) : (3)

Ïóñòü ïðè n = 1 , â îáîçíà÷åíèÿõ (2), ôóíêöèÿ A j 0 2 Lp(G) , p > 2 è êðóã fj zj � � g
ñîäåðæèòñÿ â G òàê, ÷òî

h0
j (z) = ( T Aj 0)(z) + ( T A0

j 0)(z) 2 H (G) ;

ãäå

A0
j 0(z) =

�
0; jzj < �;
�z � 1; jzj � �:

Òîãäà ïðè n = 1 ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë (T Aj )(z) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèì â âèäå

(T Aj )(z) = 2 aj (0) ln
jzj
�

+ h0
j (z) :

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n > 1; m = 1; B(z) = 0 , 8z 2 G ôóíêöèÿ A10 2 Lp(G) , p > 2
è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ea1 (0) ! (z)F 2 Lp(G) . Òîãäà ëþáîå

ðåøåíèå U(z) 2 C(Gn0) óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

U = e� a1 (0) ! + h1 [� 1 � T(ea1 (0) ! � h1 F )] ; (4)
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ãäå � 1 2 C(Gn0) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè Gn0.

Ïóñòü n > 1. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò ïîâåäåíèå

U(z) = O(1)ea1 (0) !
ïðè z ! 0; (5)

òî ïî òåîðåìå 1 àíàëèòè÷åñêàÿ â Gn0 ôóíêöèÿ � 1(z) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè z = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷íà âî âñåé îáëàñòè G. Ýòîò ôàêò íèæå èñïîëüçóåì â ïîñòàíîâêå

çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà.

Çàäà÷à òèïà Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà. Ïóñòü n > 1: Çàäà÷à Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà ñîñòîèò

â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå U(z) 2 C(Gn0) óðàâíåíèÿ

@�zU � A1(z)U(z) = f (z) ; A1(z) =
za1(z)
r n+1

: (6)

óäîâëåòâîðÿþùåå (5) è êðàåâîìó óñëîâèþ

Re [�e i Im a1 (0) ! U]@G= g(t) ; (7)

ãäå ôóíêöèÿ � (t) 2 C(@G); � (t) 6= 0; t 2 @G.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n > 1, m = 1 , B(z) = 0 , 8z 2 G; ôóíêöèÿ A0 2 Lp(G) , p > 2,

ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ea1 (0) ! F 2 Lp(G) è

� = �
1
�

arg�
�
�
@G

:

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1). Ïðè � � 0 îäíîðîäíîå çàäà÷à (6),(7) èìååò � + 1 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

U1; ::::::; U�+1 2 H loc(Gn0); à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à âñåãäà ðàçðåøèìà.

2). Åñëè � < 0; òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, à íåîäíîðîäíàÿ

ðàçðåøèìà ïðè âûïîëíåíèè � � � 1 óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè âèäà

Z

@G
g0(ei� )e� ki� d� = 0 ; (k = 1; :::; � � � 1) :

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m = 2 , n > 1, B(z) = 0 , a1(z) 6= a2(z) , a1(z) = r n ' (z) , 8z 2 G, ãäå

àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ' (z) 2 C(G): Êðîìå òîãî,

a2(z) 2 C1(G); Rea2(0) > 0 ; A02(z); jzj � 2n f (z) 2 Lp(G) ; p > 2: (8)

Òîãäà ôóíêöèè K 0(z) = e� a2 (0) ! + h2 (z)� (T (' ))( z) 2 C(G) , è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé � 2 2
C(Gn0), � 1 2 C(G) , àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G ôîðìóëà

U(z) = e(T ' )( z) �
�
� 2(z) + T

�
K 0(� )� 1(� )

�
(z) + T

�
(K a2 (z) � K a2 (t)) f 0(t)

�
(z)

�
; (9)
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îïðåäåëÿåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà C(Gn0), ãäå

K a2 (z) = T
�
K 0(� )

�
(z) ; f 0(z) = jzj � 2nea2 (0) ! (z)+ h2 (z) f (z) :

Ïîâåäåíèå ýòèõ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Òîãäà ïîâåäå-

íèå ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà C(Gn0) â îêðåñòíîñòè ñâåðõñèíãó-

ëÿðíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

U(z) = e(T ' )( z)

�
� 2(z) �

1
�

Z

G

K 0(� )� 1(� )
� � z

d�d�
�

=

=

 

R2 ' (z) � ' (0)
z

+ z' (z)

!

� 2(z)+

+
� 0E0(a(0); n; 0)

(n � 1)�i
1
z

+
1

(n � 1)�i

�
� 1(z) � � 0

�
E1(a(0); n; z) ;

ãäå

E0(a(0); n; 0) =
Z 1

R1� n
e� c� � � 1� 2

n � 1 d� ;

E1(a(0); n; z) =
Z 1

R1� n
e� c� � � 1� 2

n � 1 c1(�; z )d� ;

c1(�; z ) = exp
n X

k� m� 1

akm

m + 1
(� � 2( m +1)

n � 1 � 1) zk� m
o

; c =
2a(0)

(n � 1)
:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1), ôóíêöèè

aj (z) 2 Cm (G) ; Reaj (0) � 0; A j 0(z) 2 Lp(G); p > 2; j = 1; m; B (z) = 0

è ïðàâàÿ ÷àñòü e� T A 1 F (z) 2 Lp(G) , p > 2. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà

(Gn0) ïðåäñòàâèìî â âèäå

U(z) =
m� 1Y

j =0

Sk(Uk+1 ) ; (10)

ãäå

Sk(Uk+1 ) � eT A m � k (z)

�
� m� k(z) +

�
T(e� T A m � k (� )) Uk+1

�
(z)

�
; (11)

k = 0; 1; 2:::m � 1; ãäå U0 � U , Um = F , � m� k(z) , k = 0; 1:::m � 1 � ïðîèçâîëüíûå

àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, ïðè÷åì, åñëè èçâåñòíî, U â G, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè � j (z); j = 1; m ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(z)
è åå ïðîèçâîäíûõ äî m� 1-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, íàõîäÿòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Çàìå÷àíèå. Ñëó÷àé B(z) 6= 0 ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

U(z) =
m� 1Y

j =0

Sk(Uk+1 ) ;

ãäå: B(z) , e� T A 1 r � n� 1f (z) 2 Lp(G) , p > 2; ïðè÷åì Um = B(z)U + F; êîòîðîå ðåøàåòñÿ

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíåíèÿ

@�zU � A(z)U + B(z)Um = 0; A(z) =
za1(z)
jzjn+1

: (12)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n > 1, m > 0, B(z) 2 Lp(G)) è 8z 2 G; ôóíêöèÿ A10 2 Lp(G) ,

p > 2, à òàêæå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ e(m� 1)a1 (0) ! (z)b 2
Lp(G) . Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå U(z) 2 C(Gn0) óðàâíåíèÿ (12) ïðåäñòàâèìî â âèäå

U = e� a1 (0) ! + h1 [� 1 + ( m � 1)T(e(m� 1)(a1 (0) ! � h1 )b)]
1

m � 1 ; (13)

ãäå � 1 2 C(Gn0) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè Gn0.

Çàäà÷à òèïà Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà. Ïóñòü n > 1: Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå U(z) 2
C(Gn0) óðàâíåíèÿ (12) óäîâëåòâîðÿþùåå (5) è êðàåâîìó óñëîâèþ

Re [�e iIma 1 (0) ! Um� 1]@G= g(t) ; (14)

ãäå ôóíêöèÿ � (t) 2 C(@G); � (t) 6= 0; t 2 @G.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåé ïðè m = 1 � 1=k, k 2 N êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøè-

ìîñòè [3] ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà â

êëàññå îäíîçíà÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Abstract. Elliptic equation of arbitrary order on complex plane, de�ned by cauchy-Riemann's
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solution existence and their explicit expressions.
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ÌÅÒÎÄ ÏÎÄÎÁÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ Ñ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ

Å.Þ. Ðîìàíîâà

Âîðîíåæñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò,

ïë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1, Âîðîíåæ, 394006, Ðîññèÿ, vsu.romanova@gmail.com

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ñ èíâîëþöèåé, ïîðîæäåííûé äèô-

ôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l (y) = y0(x) � q(x)y(! � x) ñ q 2 L 2[0; ! ]; è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(0) = y(! ): Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ äàííîãî îïåðàòîðà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà, à òàêæå îöåíêè ðàâíîñ-

õîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòð îïåðàòîðà, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ èíâîëþöèåé, ïîäîá-

íûå îïåðàòîðû, àñèìïòîòèêà ñïåêòðà, ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëü-

íûõ ðàçëîæåíèé.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü L2[0; ! ]� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì

íà [0; ! ] êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x; y) =

!Z

0

x(� )y(� )d� ; x; y 2 L2[0; ! ] :

×åðåç W 1
2 [0; ! ] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

f y 2 L2[0; ! ] : y � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è _y 2 L2[0; ! ]g :

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L : D(L) � L2[0; ! ] 7! L2[0; ! ] ;

ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì [1]

l (y) = y0(x) � q(x)y(! � x) ; x 2 [0; ! ] ; q 2 L2[0; ! ] ; (1)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

y 2 D(L) = f y 2 W 1
2 [0; ! ] : y(0) = y(! )g:

Çàïèøåì îïåðàòîð L â âèäå

Ly = L0y � By ; (2)

ãäå (L0y)(x) = y0(x) . Îïåðàòîð L (0)
áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûì îïåðàòîðîì, èãðàþùèì

ðîëü íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà, à (By)(x) = q(x)y(! � x) � âîçìóùåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 13-01-00378, 14-01-31196.
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Ñïåêòð � (L0) ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âèäà � n = 2�in=! ; n 2 N : Êàæäîå

ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � n ; n 2 N; ÿâëÿåòñÿ

îäíîìåðíûì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä en (t) = exp
�

2�int=!
	

:
Ïðîåêòîðû Ðèññà Pn ; n 2 N; ïîñòðîåííûå ïî îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâàì f � ng; n 2 N
äëÿ ëþáîãî x 2 L2[0; ! ] èìåþò âèä Pnx = ( x; en )en ; n 2 N:

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðà L ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî òàêèå îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ â

òåîðèè ôèëüòðàöèè. Èíâîëþòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðèìåíÿëîñü Â.À. Ïëèññîì ïðè èññëå-

äîâàíèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè áåç äèññèïàöèè [2].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ñîäåðæàùèì

ïðîñòåéøóþ èíâîëþöèþ, ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷à

Áåðíóëëè è Ýéëåðà î âçàèìíûõ òðàåêòîðèÿõ [3], à òàêæå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî òèïîâ, åñëè îïåðàòîð

óðàâíåíèÿ äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ.

Â òåîðèè âîçìóùåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ, îïðåäåëÿåìûõ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, èñïîëüçóþòñÿ

ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû [10]- [11]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ

ñâîéñòâ îïåðàòîðà L èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [4]- [9]. Ñóòü ìåòîäà ñî-

ñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ èññëåäóåìîãî (âîçìóùåííîãî) îïåðàòîðà â îïåðàòîð,

ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðîãî áëèçêè ê ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì íåâîçìóùåííîãî

îïåðàòîðà (â äàííîì ñëó÷àå ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà L0
).Òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óïðîùà-

åòñÿ èçó÷åíèå èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà L .

2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [4]- [9]

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå X (îí îáû÷íî íàçûâàåòñÿ íåâîçìóùåííûì îïåðàòîðîì), è B � äðóãîé îïåðà-

òîð, êîòîðûé â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾ìàë¿ ïî ñðàâíåíèþ ñ A . Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-

ÿõ åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îïåðàòîð A � B ïîäîáåí îïåðàòîðó A � B0 , ãäå B0 èìååò

íåñëîæíóþ ïî îòíîøåíèþ ê A ñòðóêòóðó. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îïå-

ðàòîðà B0 è îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A � B â A � B0 òåñíî ñâÿçàíà ñ ãàð-

ìîíè÷åñêèì àíàëèçîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà âîçìóùåíèé

îïåðàòîðà A , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò è B . Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ïîäîáèÿ îïåðàòîðîâ A � B
è A � B0 îáû÷íî ïðèâîäèò ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

â ïðîñòðàíñòâå âîçìóùåíèé.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïå-

ðàòîðà L; áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð L â âèäå L = A � B; ãäå ñâîáîäíûé îïåðàòîð

L0 = A áóäåì ñ÷èòàòü íåâîçìóùåííûì îïåðàòîðîì, à B � âîçìóùåíèåì.

Ïóñòü L2;! = L2;! [0; ! ] � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåííûõ íà R êîìïëåêñíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðèîäà ! ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ìîäóëÿ íà [0; ! ]:
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû JB , � B èç End L2;! , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

JB =
X

n2 Z

PnBPn ; � B =
X

n2 Z

!
2�n

X

i � j = n

Pi BPj ; i; j 2 Z :

Äàëåå, ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ (Jm B) , (� m B) , è òðàíñôîðìàòîðîâ

(Jm ) , (� m ) , m 2 N [8], ïðèíàäëåæàùèõ End L2;! è âõîäÿùèõ â äîïóñòèìóþ òðîéêó ìåòîäà
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ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ [4]:

JmB = P(m)BP(m) +
X

jkj� m+1

PkBPk = J (B � P(m)BP(m) ) + P(m)BP(m) ; (3)

� m B = �( B � P(m)BP(m)) ; (4)

ãäå

P(m) =
mX

k=1

Pk ;

((JB )y)(x) =
1

2!

2!Z

0

q
� x � s + !

2

�
y(s)ds ; (5)

((� B )y)(x) =
1

2!

2!Z

0

f
� ! � x � s

2

�
q
� x � s + !

2

�
y(s)ds ; (6)

((B � B)y)(x) =
1

2!

2!Z

0

f
� x � s

2

�
q(x)q

� 2! � x � s
2

�
y(s)ds ; (7)

y 2 L2;! , x 2 [0; ! ], f (t) = i (t � != 2), t 2 [0; ! ], f 2 L2;! : Â òàêîì ñëó÷àå ìàòðèöû

(bnj ); (cnj ); n; j 2 N; ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðîâ B è B� B â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå

f en ; n 2 Zg èìåþò âèä

bnj = qn+ j ; (8)

cnj =
!

2�i

X

k6= j

qn+ kqk+ j

k � j
: (9)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Åñëè ÷èñëî k 2 Z+ òàêîâî, ÷òî k� kBk2 < 1, ( ò.å. îïåðàòîð I + � kB îáðà-

òèì ), ãäå � kB ïðèíàäëåæèò èäåàëó S 2(L2;! ) îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, è k� kBk2

� íîðìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, òî îïåðàòîð L = A � B ïîäîáåí îïåðàòîðó

eL = A � eB; ãäå

eB = JkB + ( I + � kB)� 1(B � kB � (� kB)JkB) ; (10)

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(A � B)(I + � kB) = ( I + � kB)(A � eB) :

Îïåðàòîðû JkB; � kB; B � kB; (� kB)(JkB); eB ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

èç S 2(L2;! ) . Îïåðàòîð

eB èç (10) ïðåäñòàâèì â âèäå

eB = JB + B� B � (� B )JB + C ; (11)
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ãäå îïåðàòîð C ïðèíàäëåæèò èäåàëó S 2(L2;! ):

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Âîçìóùåííûé îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ êîìïàêòíîé ðåçîëü-

âåíòîé è ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,÷òî � (L) ïðåäñòàâèì â

âèäå

� (L) = � (m) [ f � n ; n � m + 1g ; (12)

ãäå � (m) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à � n ; n � m + 1 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

� n = i
2�n
!

� q2n �
!

2�i

X

k6=0

1
k

(q2n+ k)2 + � n ; (13)

ãäå � n � ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

P

n2 Z
j � n j< 1 :

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå

eP(m) ; ePn ; n � m + 1 � ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû Ðèññà, ïîñòðî-

åííûå ïî îïåðàòîðó L è ìíîæåñòâàì � (m) ; � n ; n � m + 1; ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3 [8]. Èìååò ìåñòî ðàâíîñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé îïåðàòîðîâ

L è L0 :

lim
n!1

k eP(m) +
nX

k= m+1

ePk � P(m) �
nX

k= m+1

Pkk2 = 0 : (14)
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SIMILAR OPERATORS METHOD AT SPECTRAL ANALYSIS

OF DIFFERENTIAL OPERATOR WITH INVOLUTION
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Abstract. The di�erential op erator L with involution de�ned by the di�erential expression

l (y) = y0(x)� q(x)y(! � x) , q 2 L 2[0; ! ] and b oundary conditions y(0) = y(! ) is studied. The metho d

of similar op erators is used to analyze the sp ectral prop erties of the op erator. The asymptotic of

sp ectrum and estimates of equiconvergence of sp ectral decomp osition are obtained.

Key words: sp ectrum of op erator, di�erential op erator with involution, similar op erators

metho d, asymptotic of sp ectrum, sp ectral decomp osition, equiconvergence of sp ectral decomp osition.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé êëàññ àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Äëÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé çàäà÷è Äèðèõëå óñòàíîâëåíà îãðàíè÷åííîñòü è ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó, õàðàêòåðèçóþùèå

óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Äèðèõëå, àíèçîòðîïíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íåîãðàíè÷åí-

íàÿ îáëàñòü, óáûâàíèå ðåøåíèÿ, îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ.

Ââåäåíèå. Ïóñòü 
 � ïðîèçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn =
f x = ( x1; x2; :::; xn )g; 
 � Rn ; n � 2. Äëÿ àíèçîòðîïíîãî êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå

nX

� =1

(a� (x; r u))x � � a(x; u) = �( x); x 2 
 ; (1)

u
�
�
�
@


= 0 : (2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè a� (x; � ); � = 1; n , èçìåðèìû ïî x 2 
 äëÿ � 2 Rn .

Ïóñòü p = ( p1; p2; :::; pn ) è 1 < p 1 � p2 � ::: � pn . Ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà a; ba òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ �; � 2 Rn ïðè ïî÷òè âñåõ x 2 
 âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ:

nX

� =1

(a� (x; � ) � a� (x; � )) ( � � � � � ) � a
nX

� =1

j� � � � � jp� ; (3)

ja� (x; � ) � a� (x; � )j � baj� � � � � j (j� � j + j� � j)p� � 2 ; � = 1; n ; (4)

a� (x; 0) = 0; � = 1; n : (5)

Ôóíêöèÿ a(x; s) èçìåðèìà ïî x 2 
 äëÿ s 2 R. Ïóñòü k > 1 è ñóùåñòâóþò ÷èñëà b;bb > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ s; t 2 R ïðè ïî÷òè âñåõ x 2 
 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(a(x; s) � a(x; t))( s � t) � bjs � tjk ; (6)

ja(x; s) � a(x; t)j � bbjs � tj(jsj + jtj)k� 2; (7)
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a(x; 0) = 0 : (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè a� (x; � ) = j� � jp� � 2� � ; � = 1; n; a(x; s) = jsjk� 2s; óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì (3) � (8) è ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

nX

� =1

�
jux � jp� � 2ux �

�
x �

� j ujk� 2u = �( x):

Èçó÷åíèåì ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé çàíèìàëèñü Î.À. Îëåéíèê, Ã.À. Èîñèôüÿí, Å.Ì. Ëàíäèñ, Ã.Ï. Ïàíàñåíêî, Â.À. Êîí-

äðàòüåâ, È. Êîïà÷åê, Ä.Ì. Ëåêâåèøâèëè è äðóãèå (ïîäðîáíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïðè-

âåäåí â [1]). Ë.Ì. Êîæåâíèêîâîé, Ð.Õ. Êàðèìîâûì [2] äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà êâàçèëè-

íåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà óñòàíîâëåíû îöåíêè ñâåðõó ðåøåíèÿ

çàäà÷è Äèðèõëå â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Â ðàáîòå [3] äëÿ ðåøåíèé àíèçîòðîïíûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó è äîêàçàíà èõ

òî÷íîñòü â èçîòðîïíîì ñëó÷àå. È.Ì. Êîëîäèé [4] óñòàíîâèë îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé

íåêîòîðîãî êëàññà àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì â åãî

äîêàçàòåëüñòâå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè � îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ îãðàíè-

÷åííûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ 
 .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(3 -8), à òàêæå

nX

� =1

1
p�

< 1 +
n
k2

; (9)

nX

� =1

1
p�

> 1; (10)

k2 � nk + n � 0: (11)

Òîãäà

vrai max



ju(x)j � C ; (12)

ãäå C � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò p� ; k; n è k� kL k= ( k � 1) (
) , a, b,

bb.

Äàëåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè ðàñïîëîæåííûå âäîëü âûäå-

ëåííîé îñè Oxs; s 2 2; n (îáëàñòü 
 ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå xs > 0 è ñå÷åíèå

 r = f x 2 
 j xs = rg íå ïóñòî ïðè ëþáîì r > 0). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: 
 b
a = f x 2



�
�
� a < x s < bg; çíà÷åíèÿ a = 0; b= 1 îïóñêàþòñÿ.

Îïðåäåëèì ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 :

� (r ) = inf
n

kgx1kL p1 ( r )

�
�
� g( x ) 2 C1

0 (
) ; kgkL p1 ( r ) = 1
o

; r > 0:

Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1Z

1

� p1=ps (� )d� = 1 ; (13)
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supp �( x ) � 
 R0 ; R0 > 0: (14)

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (13), (14), òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-

ëà �; M òàêèå, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u(x) çàäà÷è (1) ; (2) ïðè

r > 2R0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

nX

� =1

kux � kL p� (
 r ) + kukL k (
 r ) � M exp

0

@� �

rZ

1

� p1=ps (� )d�

1

A ; (15)

ãäå M � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò k� k; R0; ps; n; a; ba; b;bb, � � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò

ps; a; ba.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü âðàùåíèÿ


( f )[s] = f x 2 Rn j xs > 0; jx0
sj < f (xs)g ; s 2 2; n ;

x0
s = ( x1; : : : ; xs� 1; xs+1 ; : : : ; xn ) ñ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé f (xs) < 1 : Îò ôóíêöèè f

òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ìíîæåñòâî 
( f )[s] áûëî îáëàñòüþ. Äëÿ òàêèõ îáëàñòåé ñïðà-

âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

� (r ) =
c

f (r )
; r > 0;

è ïîýòîìó óñëîâèå (13) ïðèíèìàåò âèä

1Z

1

d�
f p1=ps (� )

= 1 :

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2 äëÿ îáëàñòåé âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

nX

� =1

kux � kL p� (
 r ) + kukL k (
 r ) � M exp

0

@� e�

rZ

1

d�
f p1=ps (� )

d�

1

A : (16)

Â îáëàñòè 
( f a)[s] ñ ôóíêöèåé f a(x) = xa; 0 � a < p1=ps; x > 0 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1), (2) îöåíêà (16) ïðèíèìàåò âèä

kukL k (
 r ) � M a exp
�
� � ar 1� ap1=ps

�
:

1. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïîëîæèì: k � kp � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp(
) .

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

�
W 1

k; p

(
) êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C1
0 (
) ïî íîðìå

kvk �
W 1

k; p (
)
=

nX

� =1

kvx � kp� + kvkk :
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Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ñ �( x) 2 L k=(k� 1)(
) , � = 1; n;

íàçîâåì ôóíêöèþ u(x) 2
�

W 1
k;p (
) , óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

Z




(
nX

� =1

a� (x; r u)vx � + ( a(x; u) + �( x))v

)

dx = 0 (17)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x) 2
�

W 1
k;p (
) .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3 � 8). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1) , (2) ñ ôóíêöèåé �( x) 2 L k=(k� 1)(
) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

nX

� =1

kux � kp�
p�

+ kukk
k � Ak� kk=(k� 1)

k=(k� 1) ; (18)

ãäå A � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò a, b, k .

� Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé. �

Ëåììà 1 (ñì. [5]- [7]). Ïóñòü u 2
�

W 1
k;p (
) è

nX

� =1

Z




jujq� jux � jp� dx < 1 ; q� � 0; p� � 1; � = 1; n :

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (10), òî u(x) 2 LQ(
) ïðè

Q =
nX

� =1

�
1 + q� =p�

�� nX

� =1

1=p� � 1
� � 1

è èìååò ìåñòî îöåíêà

kukQ � B

0

@
nX

� =1

Z




jujq� jux � jp� dx

1

A

K=Q

; (19)

ãäå B � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò q� , p� , n è

K =
nX

� =1

1
p�

 
nX

� =1

1
p�

� 1

! � 1

:

Ëåììà 2 (ñì. [8]). Â îáëàñòè 
 , ðàñïîëîæåííîé âäîëü âûäåëåííîé îñè Oxs , äëÿ

ôóíêöèè u 2
�

W 1
k;p (
) ïðè 0 < a < b ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1
b

kukps ;
 b
a

�
ps

ps � 1
kuxs kps : (20)
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2. Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðîâîäèòñÿ èòåðàòèâíûì ìåòîäîì, êîòîðûé áûë ïðåäëî-

æåí Þ. Ìîçåðîì [4] è øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ È.Ì. Êîëîäèÿ [4], Ñ.Í. Êðóæ-

êîâà [10], [11], Ä. Ñåððèíà [5].

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë q � 1 è l > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèè:

F (juj) =

(
jujq; åñëè juj � l;

qlq� 1juj � (q � 1)lq ; åñëè l < juj;

è

G(u) = F (juj)F 0(juj)k� 1signu ; �1 < u < 1 :

Ïîëîæèì v(x) = G(u) . Ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå f x : juj 6= lg èìååì

vx � = G0(u)ux � ; � = 1; n ;

ãäå

G0(u) =

8
<

:

kq � k + 1
q

F 0(juj)k ; åñëè juj � l ;

F 0(juj)k ; åñëè l < juj :

Èñïîëüçóÿ

kF 0(juj)k � G0(u) � F 0(juj)k ; jG(u)j � F (juj)F 0(juj)k� 1;

íàõîäèì

L(u; v) =
nX

� =1

a� (x; r u)vx � + ( a(x; u) + �( x))v =

=
nX

� =1

a� (x; r u)G0(u)ux � + ( a(x; u) + �( x))G(u) �

�
nX

� =1

a� (x; r u)ux � F 0(juj)k � (ja(x; u)j + j�( x)j)F (juj)F 0(juj)k� 1:

Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (3), (5), (7), (8), âûâîäèì

L(u; v) � �a
nX

� =1

jux � jp� F 0(juj)k � (bbjujk� 1 + j� j)F (juj)F 0(juj)k� 1: (21)

Íà ìíîæåñòâå f x : juj 6= lg íåðàâåíñòâî (21) èìååò ìåñòî ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó ìîæíî

ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî ïî x 2 
 è, ó÷òÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì

Z




F 0(juj)k
nX

� =1

jux � jp� dx � C1

Z




F (juj)F 0(juj)k� 1(jujk� 1 + j� j)dx :
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F (juj) � j ujq; F 0(juj) � qjujq� 1; âûâîäèì

Z




F 0(juj)k
nX

� =1

jux � jp� dx � C1qk� 1
Z




jujq+( q� 1)(k� 1)(jujk� 1 + j� j)dx : (22)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (22) êîíå÷íà. Óñòðåìèì l ê 1 â ëåâîé ÷àñòè (22) è

ïðèìåíèì ëåììó Ôàòó:

nX

� =1

Z




jujk(q� 1) jux � jp� dx �
C1

q

Z




jujqk� k+1 (jujk� 1 + j� j)dx =
C1

q
I : (23)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà è ïîëüçóÿñü îöåíêîé (18), âûâîäèì:

I �

0

@
Z




juj(qk� k+1) kdx

1

A

1=k

�
�

kukk� 1
k + k� kk=(k� 1)

�
�

� C2

0

@
Z




juj(qk� k+1) kdx

1

A

1=k

� k� kk=(k� 1) :

Äàëåå, äëÿ q > 1, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà è îöåíêó (18), âûâîäèì

I � C2k� kk=(k� 1)

0

@
Z




juj(q� 1)k3q=(qk� 1) juj(k
2 � k)=(qk� 1)dx

1

A

1=k

�

� C2k� kk=(k� 1)

0

@
Z




jujk
2qdx

1

A

(q� 1)=(qk� 1)

� kuk(k� 1)=(qk� 1)
k � (24)

� C3k� kqk=(qk� 1)
k=(k� 1)

0

@
Z




jujk
2qdx

1

A

(q� 1)=(qk� 1)

:

Îòìåòèì, ÷òî ïðè q = 1

I � C2kukk � k� kk=(k� 1) � C3k� kk=(k� 1)
k=(k� 1) : (25)

Òàêèì îáðàçîì, èç (23), (25), (24) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

nX

� =1

Z




jujk(q� 1) jux � jp� dx � C4

0

@
Z




jujk
2qdx

1

A

(q� 1)=(qk� 1)

; (26)
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ïðè÷åì â ñëó÷àå q = 1 âòîðîé ìíîæèòåëü ðàâåí 1.

Ïîëîæèì P = n
�

nP

� =1
1=p� � 1

� � 1

: Èç ëåììû 1 äëÿ q� = k(q � 1), � = 1; n , èìååì

Q =

 

n + k(q � 1)
nX

� =1

1=p�

!

�

 
nX

� =1

1=p� � 1

! � 1

= P + k(q � 1)K :

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ (19), èç (26) âûâîäèì

0

@
Z




jujP + k(q� 1)K dx

1

A

1=K

� C5

0

@
Z




jujqk2
dx

1

A

(q� 1)=(qk� 1)

: (27)

Ïóñòü h = k2(q� 1)+ k�; m = K=k; � = P � K� = k2 � k�; ãäå � = ( P � k2)=(K � k):
Òîãäà � + mh = P + Kk (q� 1); � + h = k2q: Óñëîâèå (11) âëå÷åò 1 + n=k2 � 1 + 1=(k � 1);
èç óñëîâèé (9) ; (11) ñëåäóåò, ÷òî m > 1; � > 0.

Èç (27) âûâîäèì

0

@
Z




juj � + mh dx

1

A

1=(mh )

� C5
k=h

0

@
Z




juj � + hdx

1

A

k(q� 1)=(h(qk� 1))

:

Ïîëîæèì h = k�m � ; � = 0; 1; 2; ::: . Òîãäà

0

@
Z




juj � + k�m � +1
dx

1

A

1=(k�m � +1 )

� C5
1=(�m � )

0

@
Z




juj � + k�m �
dx

1

A

(q� 1)=(�m � (qk� 1))

:

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

� � =

0

@
Z




juj � + k�m �
dx

1

A

1=(k�m � )

;

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

� � +1 � C5
1=(m � � ) � �

k(q� 1)=(qk� 1); � = 0; 1 :

Äëÿ � = 0 èìååì q = 1; ñëåäîâàòåëüíî,

� 1 � C5
1=� ;

äàëåå, ïîñêîëüêó k(q � 1)=(qk � 1) < 1, òî

� 2 � C5
1=(m� )

�
C5

1=�
� k(q� 1)=(qk� 1)

� C5
1=(m� )+1 =�
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è ò.ä. Â èòîãå, ïîëó÷èì

� � +1 � C5
1=�

1P

i =0
1=mi

= C:

Ïðè � ! 1 èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì îöåíêó (12).

3. Óáûâàíèå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü � (x); x > 0 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

ðàâíàÿ åäèíèöå ïðè x � r , � íóëþ ïðè x � R0 , ëèíåéíàÿ ïðè x 2 [R0; 2R0] è óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

� 0(x) = �� p1=ps (x)� (x); x 2 (2R0; r ); (28)

(ïîñòîÿííóþ � îïðåäåëèì ïîçäíåå). Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

� 0(x) =
� (2R0)

R0
=

1
R0

exp

0

@� �

rZ

2R0

� p1=ps (� )d�

1

A ; x 2 (R0; 2R0): (29)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x) 2 C1
0 (
) èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � (� ) ñëåäóþò íåðàâåí-

ñòâà

� (� )kvkp1 ; � � k vx1 kp1 ; � ; � > 0;

èç êîòîðîãî âûâîäèì ñîîòíîøåíèå

rZ

2R0

� ps (� )� p1 (� )kvkp1
p1 ; �

d� �

rZ

2R0

� ps (� )kvx1 kp1
p1 ; �

d�: (30)

Ïðèìåíÿÿ (30) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v 2 C1
0 (
) ïðè s 2 2; n , âûâîäèì

rZ

2R0

� p1 (� )� ps (� )kvkps
ps ; �

d� �

� max



jv(x)jps � p1

rZ

2R0

� p1 (� )� ps (� )kvkp1
p1 ; �

d� �

� max



jv(x)jps � p1

rZ

2R0

� ps (� )kvx1 kp1
p1 ; �

d� :

(31)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (31) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè

v 2
�

W 1
k;p (
) .

Ïóñòü � (x) ëèïøèöåâà íåîòðèöàòåëüíàÿ ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèâ â (17) v = u�;
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Z




(
nX

� =1

a� (x; r u)(u� )x � + ( a(x; u) + �( x))( u� )

)

dx = 0 :
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Âîçüìåì � (xs) = � ps (xs) . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ (3)�(6) ; (8) ; (14), ïîëó÷àåì

a
nX

� =1

Z




� ps jux � jp� dx + b
Z




� ps jujkdx �

� baps

Z




jujjuxs j
ps � 1� ps � 1(xs)� 0(xs)dx � J:

(32)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Þíãà âûâîäèì

J � " (ps � 1)ba
Z




juxs j
ps � ps dx +

ba
"ps � 1

Z




jujps (� 0(xs))ps dx : (33)

Âûáåðåì " =
a
2ba

�
1

ps � 1
. Ñîåäèíÿÿ (32), (33), âûâîäèì íåðàâåíñòâî

a
2

Z




� ps juxs j
ps dx + a

nX

�6= s;� =1

Z




� ps jux � jp� dx + b
Z




� ps jujkdx �

� C1

Z




jujps (� 0(xs))ps dx:

(34)

Ïîëüçóÿñü (28) è (29), íåòðóäíî ïðèâåñòè (34) ê âèäó

a
2

Z




� ps juxs j
ps dx + a

nX

�6= s;� =1

Z




� ps jux � jp� dx + b
Z




� ps jujkdx �

� C1� ps

Z


 r
2R 0

jujps � p1 (xs)� ps (xs)dx+

+ C1
1

R0
ps

exp

0

@� �p s

rZ

2R0

� p1=ps (� )d�

1

A
Z


 2R 0
R 0

jujps dx = J1 + J2 :

(35)

Ïðèìåíÿÿ (31), ïîëó÷àåì

J1 � C2� ps

Z


 r
2R 0

jux1 j
p1 � ps dx : (36)

Èñïîëüçóÿ (20), (18), âûâîäèì

J2 � C3 exp

0

@� �p s

rZ

2R0

� p1=ps (� )d�

1

A : (37)
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Âûáèðàÿ � =
�

a
2C2

� 1=ps

è ñîåäèíÿÿ (35)�(37), âûâîäèì

a
2

nX

� =1

kux � kp�
p� ;
 r

+ bkukk
k;
 r

� C4 exp

0

@� C5

rZ

1

� p1=ps (� )d�

1

A :

Íåðàâåíñòâî (15) äîêàçàíî.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Êîæåâíèêî-

âîé Ë.Ì. çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ñòàòüè.
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SOLUTIONS DECREASE OF ANISOTROPIC ELLIPTIC EQUATIONS

WITH THE YOUNGER TERMS IN UNBOUNDED DOMAINS

A.A. Khadzhi

Bashkir State University,

Lenin Av., 37, Sterlitamak, 453103, Russia, e-mail: anna_5955@mail.ru

Abstract. It is studied the class of anisotropic elliptic equations of second order with younger

terms in unb ounded domains. For solutions of the corresp onding Dirichlet problem are set some

restrictions and estimates from ab ove that characterize its decrease at in�nity in unb ounded domains.

Key words: Dirichlet's problem, anisotropic elliptic equation, unb ounded domain, solutions

decrease, restrictions.
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ìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, èçíà÷àëüíî çàäàííîãî íà ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèÿõ,

íîñèòåëü êîòîðûõ íå ñîäåðæèò òî÷åê âåòâëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ðàçâåòâëåííûå ìíîãîîáðàçèÿ, ñàìîñîïðÿæåí-

íûå ðàñøèðåíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà ðàçâåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ èìå-

þò ïðèìåíåíèÿ ê îïèñàíèþ ðÿäà ïðîöåññîâ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ôèçèêå ïîëóïðîâîä-

íèêîâ è áèîëîãèè. Îñíîâû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàôàõ èçëîæåíû

â ìîíîãðàôèè [3], â êîòîðîé ïðèâåäåí ðÿä ïðèìåðîâ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ

ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðàôàõ. Â ðàáîòàõ [10, 4, 9] èçó-

÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà òàêèõ îïåðàòîðîâ è èññëåäîâàíû äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà

ýâîëþöèè, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà íà ãðàôå. Â ðàáîòàõ [1, 6, 8, 11] èñ-

ñëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, çàäàííîãî

èçíà÷àëüíî íà ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âåòâëå-

íèÿ ãðàôà ([6, 8, 11]) èëè òî÷åê ñìåíû òèïà îïåðàòîðà (ñì. [1]). Â ñòàòüå [8] íàéäåíû àï-

ïðîêñèìàöèè ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà óíèòàðíûõ ïîëóãðóïï, çàäàâàåìûõ íåêîòîðûìè èç

ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû Øðå-

äèíãåðà íà ðàçâåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ãëàäêèå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ìîãóò èìåòü

ðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòè. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé [8], â êîòîðûõ

èçó÷àëñÿ ãðàô ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ð¼áåð, è ðàáîòû [13], â êîòîðîé èçó÷àëèñü îïå-

ðàòîðû Øðåäèíãåðà íà îäíîìåðíûõ ðàçâåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Àêòóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷è-

òåëüíî óñèëèëñÿ èíòåðåñ ê îïèñàíèþ äèíàìèêè ÷àñòèö íà ãðàôàõ, äåíäðèòàõ è èíûõ

ðàçâåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñî ñòîðîíû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè, îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëåííàÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îáëàñòè èëè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðà-

çèè, íóæäàåòñÿ â äîîïðåäåëåíèè äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ñîäåðæà-

ùèõ òî÷êè âåòâëåíèÿ. Öåëü íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ � îïðåäåëèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà

Øðåäèíãåðà íà ôóíêöèÿõ, çàäàííûõ íà ðàçâåòâëåííîì ìíîãîáðàçèè, ìíîæåñòâî òî÷åê

âåòâëåíèÿ êîòîðîãî, íàçûâàåìîå â äàëüíåéøåì ìíîãîîáðàçèåì âåòâëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ýòîé öåëè ìû çàäàäèì îïåðàòîð Øðåäèíãåðà L 0 íà ïðîñòðàíñòâå C1
0;0 ôèíèòíûõ
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è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, íîñèòåëè êîòîðûõ íå ñîäåðæàò òî÷åê âåòâ-

ëåíèÿ è ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ. Îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà L íà ðàçâåòâëåííîì

ìíîãîîáðàçèè áóäåì íàçûâàòü ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà L 0 . Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå äàíî îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà íà ðàçâåòâëåííîì

ìíîãîîáðàçèè â òåðìèíàõ óñëîâèé íà ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà ìíîãîîáðàçèè

âåòâëåíèÿ ôóíêöèé èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L .

2. Îïåðàòîðû Øð¼äèíãåðà íà ðàçâåòâëåííîì ìíîãîîáðàçèè. Îïðåäåëèì

ðàçâåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå � êàê îáúåäèíåíèå � =
nS

� =1
� � , ãäå � � ïðè êàæäîì � 2

f 1; 2; : : : ; ng ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé d� -ìåðíóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rd�

ñ (d� � 1) ìåðíîé ãëàäêîé ãðàíèöåé � � � @� � . Ãðàíèöà � = @� ìíîãîîáðàçèÿ � ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ãðàíèö îáëàñòåé � =
S n

� =1 � � .

Òî÷êà Q íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ � , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé

òî÷êîé äëÿ íå ìåíåå ÷åì äâóõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé � � , � � ïðè � 6= � .

Íà � çàäàåòñÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, îïðåäåëÿåìàÿ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû å¼ ñóæåíèå íà

êàæäóþ èç îáëàñòåé � � ñîâïàäàëî ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé Ëåáåãà ïðîñòðàíñòâà Rd�
. Òî-

ãäà äîïóñòèìî ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íûõ ôóíêöèé íà � , îïðåäåëÿåìûõ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà L2(�) =
L

L2(� � ) .

Ïóñòü C1
0 (�) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà � ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè, íå ñîäåðæàùèìè òî÷åê âåòâ-

ëåíèÿ ðàçâåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ � . Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì L 0 =
L

L �
0 � ëèíåé-

íûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå D(L 0) = C1
0 (�) ñ ðàâåíñòâîì

L 0u = f� L �
0 u� g,

L �
0 u� =

1
m�

� � u� + i
� �!
B � (x); r u�

�
+ i div

� �!
B � (x) u�

�
+ C� (x)u� : (2:1)

Çäåñü f u� ; � = 1; :::; ng � ñóæåíèÿ ôóíêöèè u íà îáëàñòè � � , u 2 C1
0 (�) è m� � m0 > 0

8� = 1; :::; n.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, äîïîëíèòåëüíî, ÷òî èìååò ìåñòî:

H.

�!
B � (x) 2 C1(� � ; Rd� )

T
C(� � ; Rd� ) , C� (x) 2 C(� � ; R) .

Ìû áóäåì èçó÷àòü ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðîâ L 0 ñ ïðîñòðàíñòâà C1
0 (�) íà L2(�) . Âàæ-

íîñòü èçó÷åíèÿ òàêèõ ðàñøèðåíèé ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî êîãäà

�!
B , C � âåùå-

ñòâåííîçíà÷íûå, îãðàíè÷åííûå è íåïðåðûâíûå âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê âåòâëåíèè

ôóíêöèè íà � , m� = m , êàæäîå ñèììåòðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñàìî-

ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì L â ïðîñòðàíñòâå L2(�) , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëü-

òîíèàí êâàíòîâîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé m� âî âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ

f C;
�!
B g è îïåðàòîð L îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ÷àñòèöû íà ðàçâåòâëåííîì ìíîãîîáðàçèè

ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i
@u(x; t )

@t
= Lu(x; t ) ; (2:2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(x; +0) = u0(x); x 2 � : (2:3)
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Èíûìè ñëîâàìè, âñå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà L 0 ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü

ãåíåðàòîðû óíèòàðíûõ ãðóïï.

Îïåðàòîð L 0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L 0) = C1
0 (�) � L2(�) , ïëîòíî îïðåäåëåí è

ñèììåòðè÷åí. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L �
0) ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L �

0 ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D(L �
0) =

nM

� =1

W 2
2 (� � ) := W 2

2 (�) � L2(�) .

Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå � ñîñòîèò èç m ïîëóïðÿìûõ, k êîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ è

N � (m + k) îáëàñòåé ñ ðàçìåðíîñòüþ, áîëüøåé 1. Â ñëó÷àå 1-ìåðíîé îáëàñòè � � ãðà-

íè÷íîå çíà÷åíèå u� j � � ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ãðàíèöå � � , ïðåäñòàâ-

ëÿþùåé ñîáîé îäíó èëè äâå òî÷êè. Â ñëó÷àå d� � 2 ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå u� j � � ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâå W
3
2

2 (� � ) . Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñëåäàõ, uj � 2 W
3
2

2 (� ) =
NM

� =1

W
3
2

2 (� � )

(ñì. [12]), ãäå ÷åðåç uj � îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü

�
uj � 1 ::: uj � N

� T
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé

ôóíêöèè u íà ãðàíèöå � . Àíàëîãè÷íî, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé

@u�
@n�

ñóæåíèÿ

u� ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè n� ê ãðàíèöå � � â ñëó÷àå ïîëóïðÿìîé � � ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà C, â ñëó÷àå æå îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà � ýëå-

ìåíò ïðîñòðàíñòâà C2
, à â ñëó÷àå îáëàñòè ðàçìåðíîñòè d� � 2 � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà

W 1=2
2 (� � ) .

Îáîçíà÷èì íàáîð ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîñðåäñòâîì

@u
@n

�
�
�
�

�
� @u

@n1

�
�
�
� 1

; :::;
@u

@nN

�
�
�
� N

� T
, ãäå n� � âåêòîð âíåøíåé îòíîñèòåëüíî � � íîðìàëè

ê � � , � = 1; :::; N . Ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

h = L2(� ) =
NM

� =1

L2(� � ) = Cm+2 k
NM

� = m+ k+1

L2(� � ) :

Îïðåäåëèì, äàëåå, ïðîñòðàíñòâî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé G = h
3
2 � h

1
2

, ãäå

h
3
2 = Cm+2 k

NM

� = m+ k+1

W
3
2

2 (� � )

è, àíàëîãè÷íî,

h
1
2 = Cm+2 k

NM

� = m+ k+1

W
1
2

2 (� � ) :

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå uj � ôóíêöèè u 2 W 2
2 (�) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðî-

ñòðàíñòâà h
3
2

, à ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå

@u
@nj � åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé � ýëåìåíòîì ïðî-

ñòðàíñòâà h
1
2

.
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Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå h îïåðàòîðû M è B . Îïåðàòîð M äåéñòâóåò íà êàæäûé

ýëåìåíò v 2 h êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

� (� ) = m� 1
� ; åñëè � 2 � � ; � 2 1; n :

À îïåðàòîð B äåéñòâóåò íà êàæäûé ýëåìåíò v 2 h êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ

� (� ) =
� �!

b � (� ); �! n � (� )
�

; åñëè � 2 � � ; � 2 1; n ;

ãäå ÷åðåç

�!
b � =

�!
B � j � � îáîçíà÷åíî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè

�!
B � íà ãðàíè-

öå � � .

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå H î ôóíêöèÿõ

�!
B , C è m = 1 ,

�!
b � = 0

äëÿ ëþáîãî � 2 1; n ; A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå h ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ h
3
2

, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ëåæàò â ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè h
1
2

; DA � ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå ôóíêöèé u 2 W 2
2 (�) , ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ ãðàíè÷íûìè

çíà÷åíèÿìè èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè ñîîòíîøåíèåì

@u
@n

�
�
�
�

= Auj � :

Òîãäà, äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà L A =
�
L �

0

�
jD A , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû-

ïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà A = A �
.

� Òàê êàê m = 1 ,

�!
b � = 0 äëÿ ëþáîãî � , òî èç óñëîâèé u 2 D(L A ) è v 2 D(L �

0)
ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

�
L A u; v

�
h

�
�

u; L �
0v

�

h
=

� @u
@n

�
�
�
�
; vj �

�

h
�

�
uj � ;

@v
@n

�
�
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Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííîå â ðàáîòå îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ Øðåäèí-

ãåðà íà êàæäîì ðàçâåòâëåííîì ìíîãîîáðàçèè, îïðåäåëÿåìûõ êàê ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñ-

øèðåíèÿ îïåðàòîðà, èçíà÷àëüíî çàäàííîãî íà ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèÿõ ñ íîñèòå-

ëÿìè, íå ñîîäåðæàùèìè òî÷åê âåòâëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ äàåò îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ âîç-

ìîæíîñòåé îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, êâàäðàòè÷íî

èíòåãðèðóåìûõ íà ýòîì ðàçâåòâëåííîì ìíîãîîáðàçèè. Îïèñàíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

êàæäîãî èç ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé äàåòñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé,

êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïå-

ðàòîðà è åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ è ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìîãî

ìíîãîîáðàçèÿ. çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó èç îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ñîîòâåòñòâóåò ìàðêîâ-

ñêèé ïðîöåññ, ïîâåäåíèå êîòîðîãî â îêðåñòíîñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ âûáîðîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ðàñøèðÿþò îáëàñòü èññëåäîâàíèé ðàáîòû [11], â êîòîðîé äàíî îïèñàíèå ñàìîñîïðÿæåí-

íûõ ðàñøèðåíèé íà ãðàôå ñ îäíîé âåðøèíîé è äâóìÿ ðåáðàìè, íà ñëó÷àé ãðàôîâ ñ

ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ðåáåð è ðàçâåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãëàäêèìè êîìïîíåíòàìè

ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.
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Abstract. Schr •odinger's op erators on branched manifolds with variable dimension are studied.
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initially de�ned on the set of smo oth �nite functions whose supp ort do es not contain branch p oints

of the manifold are obtained.
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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî, ñòðóêòóðà ïîëåé ñêîðîñòåé

êîòîðîé ñîãëàñîâàíà ñ äàííûìè î splitting-ôóíêöèÿõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â æèäêîì ÿäðå

Çåìëè. Â ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ òðè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè ìîä

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé æèäêîãî ÿäðà, äâå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþò 6-ñòðóéíóþ êîíâåêöèþ â

ÿäðå Çåìëè, à òðåòüÿ ñîîòâåòñòâóåò îïåðåæàþùåìó âðàùåíèþ òâåðäîãî ÿäðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîäèíàìî, ÿäðî Çåìëè, îïåðàòîð Ïóàíêàðå.

Ââåäåíèå. Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé ïëàíåò è çâåçä íà êà÷åñòâåí-

íîì óðîâíå óñïåøíî îáúÿñíÿåòñÿ òåîðèåé ãèäðîìàãíèòíîãî äèíàìî. Ðàçðàáîòàííûå ìî-

äåëè êîíâåêöèè â æèäêèõ ÿäðàõ ïëàíåò çåìíîãî òèïà, ãàçîâûõ ãèãàíòàõ, êîíâåêòèâíûõ

çîíàõ çâåçä ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü òå÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ôîðìèðîâàòü ìàãíèòíûå ïîëÿ,

áëèçêèå ïî ñâîåé òîïîëîãèè ê íàáëþäàåìûì [1]- [4].

Âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íå ïîçâîëÿþò âåñòè ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå òðåõìåðíûõ çàäà÷ ïëàíåòàðíîãî äèíàìî íà ãåîëîãè÷åñêèõ âðåìåííûõ ìàñ-

øòàáàõ. Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå òåîðåìû çàïðåòà îïðåäåëÿþò ïðèíöèïèàëüíóþ òðåõ-

ìåðíîñòü çàäà÷è äèíàìî [2]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÷èñëåííûå ìîäåëè ëèáî âîñïðîèçâîäÿò

ÌÃÄ-òå÷åíèÿ ñ õîðîøèì ðàçðåøåíèåì ïî ïðîñòðàíñòâó íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ

âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, ïîðÿäêà äåñÿòêîâ òûñÿ÷ ëåò, ëèáî äàþò âîçìîæíîñòü ïðîñ÷è-

òûâàòü äëèòåëüíóþ ýâîëþöèþ òîëüêî êðóïíîìàñøòàáíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð.

Äëÿ ìîäåëåé ïåðâîãî òèïà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òå÷åíèé ïðîñ÷èòûâàåòñÿ â ïðî-

öåññå ìîäåëèðîâàíèÿ, à äëÿ ìîäåëåé âòîðîãî òèïà ãåîìåòðè÷åñêóþ êðóïíîìàñøòàáíóþ

ñòðóêòóðó êîíâåêöèè íàäî çàäàâàòü. Âîçíèêàåò êëþ÷åâîé âîïðîñ î òîì, êàêîâà ðåàëü-

íàÿ êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà êîíâåêöèè.

Êîñâåííóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîé ñòðóêòóðå ìîæíî ïîëó÷èòü èç äàííûõ î íåîäíî-

ðîäíîñòÿõ â ïëîòíîñòè æèäêîãî ÿäðà. Â ñòàòüå [5] áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû

ðÿäà ðàáîò ïî splitting-ôóíêöèÿì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé Çåìëè è ïîëó÷åíû ñðåçû ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íà ðàçëè÷íûõ ãëóáèíàõ. Âàðèàöèè ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå

splitting-ôóíêöèè 11S4 , èìåþùåé ìàêñèìóì íà ãëóáèíàõ æèäêîãî ÿäðà, ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñ. 1. Çäåñü ïðîñëåæèâàåòñÿ ÷åòêàÿ 12-çîííàÿ øàõìàòíàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðîé â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâóåò òåññåðàëüíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà Y 2
4 . Àâòîðîì [5]

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÄÂÎ ÐÀÍ (ïðîåêò 10-I I I-Â-07-158) è Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè ïî

Ïðîãðàììå ñòðàòåãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ÊàìÃÓ èì. Âèòóñà Áåðèíãà íà 2012-2016 ãã.
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áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðå êîíâåêöèè, ãäå â øåñòè îá-

ëàñòÿõ ìàòåðèàë ÿäðà ¾òîíåò¿, à â øåñòè � ¾âñïëûâàåò¿. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîäîáíîé êîíâåêòèâíîé ñòðóêòóðû è ãåíåðàöèè â íåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ äèïîëüíîãî òèïà

ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ àâòîðîâ [6]- [7]. Áûëè íàéäåíû êâàçèñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

â êîòîðûõ âåëè÷èíà õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè êîíâåêöèè ñîñòàâëÿëà � 10� 4
ì/ñ, ñîâïàäàÿ

ñ èçâåñòíûìè îöåíêàìè äëÿ ÿäðà Çåìëè [8]. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà äèïîëüíîé ñîñòàâëÿ-

þùåé ìîäåëüíîãî ïîëÿ â ïåðåñ÷åòå íà ãàóññîâñêèé ãàðìîíè÷åñêèé êîýôôèöèåíò áûëà

� 105
íÒë, ïðè ðåàëüíîì çíà÷åíèè â 3 � 104

íÒë [9].

Îïèñàíèå ãåîìåòðèè òå÷åíèé òîëüêî ãàðìîíèêîé Y 2
4 íå ó÷èòûâàåò íåêîòîðóþ ¾ñêî-

øåííîñòü¿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðèñ. 1. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ áîëåå òî÷íîå âîñ-

ïðîèçâåäåíèå íàáëþäàåìûõ êîíâåêòèâíûõ ñòðóêòóð â ðàìêàõ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ðèñ. 1. Ïîðòðåò splitting-ôóíêöèè äëÿ ìîäû 11S4 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé Çåìëè èç ðàáîòû [5].

×åðíûé öâåò � ïëîòíîñòü âåùåñòâà íà 0.2% âûøå ñðåäíåé, áåëûé � ïëîòíîñòü íà 0.2% íèæå

ñðåäíåé. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòìå÷åíû ãðàäóñû äîëãîòû, ïî âåðòèêàëüíîé � øèðîòû.

1. Âûáîð ñòðóêòóðû òå÷åíèé. Èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 1 ðàñïðåäåëåíèå ðàñêëà-

äûâàëàñü ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì Y m
n äî n = 6 . Âû÷èñëÿëèñü êîýôôèöèåíòû ðàç-

ëîæåíèÿ cn; � m è àìïëèòóäû An;m =
q

c2
n;m + c2

n; � m . Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

ðàçëîæåíèÿ, óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ àìïëèòóä. Ðÿä ãàðìîíèê îáîðâàí ïî ïðèçíà-

êó ðåçêîãî ïàäåíèÿ àìïëèòóäû A4;4 .

Òàáëèöà 1

n m cn;m cn; � m An;m

4 2 0:059 � 0:073 0:094
2 0 0:042 � 0.042

4 0 0:032 � 0.03

4 3 0:011 � 0:02 0.023

2 2 � 0:016 0:006 0.017

4 1 � 0:01 � 0:013 0.016

2 1 � 0:003 0.016 0.016

4 4 � 0:003 � 0:001 0:003
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Äëÿ àíàëèçà ñîäåðæàíèÿ òàáëèöû 1 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè

â çàäà÷å ãåîäèíàìî, èñïîëüçîâàâøååñÿ àâòîðàìè â [7]. Âñå ïîñòðîåíèÿ âåäóòñÿ â ãåîöåí-

òðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå æèäêîìó ÿäðó ñîîòâåòñòâóåò ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà

r1 � r � r2 , à çà åäèíèöó äëèíû ïðèíÿòà òîëùèíà æèäêîãî ÿäðà. Òîãäà r1 = 0:664 è

r2 = 1:664.

Ìàòåðèàë ÿäðà ñ÷èòàåòñÿ íåñæèìàåìûì è íà ãðàíèöàõ êîíòàêòèðóþùèì ñ òâåðäûì

òåëîì. Òîãäà r v = 0 è ñêîðîñòü íóëåâàÿ íà ãðàíèöàõ.

Ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå ñêîðîñòè v ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó òîðîèäàëüíîé vT
è ïîëî-

èäàëüíîé vS
ñîñòàâëÿþùèõ, äëÿ êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèÿ

vT =
X

k;n;m

� T
k;n;m (t) vT

k;n;m (r; �; ' ); vS =
X

k;n;m

� S
k;n;m (t) vS

k;n;m (r; �; ' ); (1)

ãäå � è ' � êîøèðîòà è äîëãîòà, ñîîòâåòñòâåííî.

Áàçèñíûå ïîëÿ vT
k;n;m (r; �; ' ) è vT

k;n;m (r; �; ' ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ìîäàìè çàòóõà-

íèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

� v + � v � r p = 0

â ïðîñòðàíñòâå ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé, íóëåâûõ ïðè r = r1;2 . Â ðàâíîñèëüíîé ôîðìóëè-

ðîâêå ýòà çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà çàäà÷è

� vT + � vT = 0; � rotvS + rot� vS = 0 (2)

â ïîäïðîñòðàíñòâàõ òîðîèäàëüíûõ è ïîëîèäàëüíûõ ïîëåé. Èíäåêñû k , n , m ñîîòâåò-

ñòâóþò äèñêðåòèçàöèè ñïåêòðà ýòèõ çàäà÷ ïî ïåðåìåííûì r , � è ' è îïðåäåëÿþò ðàç-

íîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû â ïîëå ñêîðîñòè ïî ýòèì ïåðåìåííûì.

Ñàìè áàçèñíûå ïîëÿ èìåþò âèä

vT
k;n;m = rot

�
RT

kn (r )Y m
n (�; ' )r

�
; vS

k;n;m = rotrot
�
RS

kn (r )Ym
n (�; ' )r

�
; (3)

ãäå ôóíêöèè RT
kn (r ) è RS

kn (r ) îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷ (2), à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � T
kn

è � S
kn âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. Óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñõåìà ðàñ÷åòà ôóíêöèé RT
kn (r ) è RS

kn (r ) îïèñàíû â [7].

Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

�
vT

k;n;m ; vS
k;n;m

	
îáëàäàåò ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè

è ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(p; q) =
Z

p � qdr ; (4)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáúåìó ÿäðà.

Íàáëþäàåìàÿ â splitting-ôóíêöèÿõ íåîäíîðîäíîñòü â ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè ïî

ñôåðå ñîîòâåòñòâóåò ñôåðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðòèêàëüíîãî ïåðåíîñà âåùåñòâà

ÿäðà, ò.å. ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ ñêîðîñòè. Òîðîèäàëüíûå ïîëÿ íå èìåþò ðà-

äèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé è íå îïðåäåëÿþò êîíâåêöèþ êàê òàêîâóþ. Ñîáñòâåííî îíè âîç-

íèêàþò â êîíâåêöèè â ðåçóëüòàòå êîðèîëèñîâà ñíîñà ïîëîèäàëüíîé ÷àñòè ñêîðîñòè. Ñî-

îòâåòñòâåííî, òîðîèäàëüíûå êîìïîíåíòû íåëüçÿ óâèäåòü â ðèñ. 1. Ðàäèàëüíàÿ ïðîåê-

öèÿ ïîëîèäàëüíîé ìîäû vS
k;n;m èìååò âèä

n(n + 1)
r

Rkn (r )Y m
n (�; ' ); ÷òî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü

äàííûå òàáë. 1 ñ âêëàäîì ðàçëè÷íûõ vS
k;n;m â ïîëå ñêîðîñòè.
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Ó÷òåì òàêæå ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà. Â êëàññå ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé ëèíåéíûå

îáîëî÷êè H m
ñîáñòâåííûõ ïîëåé vT

k;n; � m ; vS
k;n; � m óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî êîðèîëèñîâà

ñíîñà [10]. Òî÷íåå ãîâîðÿ, âðàùåíèå ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ, íàïðèìåð, ïîëîèäàëü-

íîé ìîäû vS
k;n;m íà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó ÷åðåäóþùèõñÿ ïîëîèäàëüíûõ è òîðîèäàëüíûõ

ìîä âèäà vS
l;n; � m , vT

l;n � 1;� m , vS
l;n � 2;� m , vT

l;n � 3;� m , ... [7]. Àíàëîãè÷íà ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ

òîðîèäàëüíûõ ìîä.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â òàáë. 1 ñòðîêè ñ èíäåêñàìè (4,2) è (2,2) ñîîòâåòñòâóþò îäíîé óñòîé-

÷èâîé ãðóïïå ìîä. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü (2,0) è (4,0), (2,1) è (4,1).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïîñòðîåííûå ïî äàííûì òàáë. 1 ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íàêîïëåíèåì

÷èñëà èñïîëüçóåìûõ ãðóïï ìîä. Âèäíî, ÷òî ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðèñ. 2a è ðèñ. 2b ïðàêòè-

÷åñêè íåò, ò.å. ãðóïïó ñîäåðæàùóþ èíäåêñû (2,1) è (4,1) ìîæíî íå äîáàâëÿòü.

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîìáèíàöèé ôóíêöèé èç òàáëèöû 1. a � ãðóïïà Y � 2
4 è Y � 2

2 ;

b � äîáàâëåíû ê ïðåäûäóùåìó Y 0
2 è Y 0

4 ; c � äîáàâëåíû ê ïðåäûäóùåìó Y � 3
4 ;

d � äîáàâëåíû ê ïðåäûäóùåìó Y � 1
4 è Y � 1

2 .

Ïîëîèäàëüíûå ìîäû, îïðåäåëÿåìûå ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàìè Y � 2
4 è Y � 3

4 çàäàþò

êàæäàÿ êîíâåêòèâíóþ ñòðóêòóðó â ÿäðå, ñîäåðæàùóþ 6 ÿ÷ååê. Îíè èíòåðåñíû òåì, ÷òî

ïðè ñóùåñòâóþùåé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíå çåìíîãî ÿäðà â 6-ÿ÷åéêîâîé (6-ñòðóéíîé)

êîíâåêöèè ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ìàñøòàáû ÿ÷ååê íàèáîëåå áëèçêè, à òàêèå

ñòðóêòóðû óñòîé÷èâû. Îòìåòèì, ÷òî 6-ÿ÷åéêîâàÿ êîíâåêöèÿ íå ðåàëèçóåòñÿ íèêàêèìè

äðóãèìè êîìáèíàöèÿìè ñôåðè÷åñêèõ èíäåêñîâ.

Âñåãî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òðè ãðóïïû ìîä ñêîðîñòè. Äâå ãðóïïû ñîîòâåò-

ñòâóþò 6-ñòðóéíîé êîíâåêöèè. Ïåðâàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëîèäàëüíóþ vS
0;4;� 2 , çàäàþ-

ùóþ 6-ñòðóéíóþ êîíâåêòèâíóþ ñòðóêòóðó, è ìîäû vS
0;2;� 2 , vT

1;3;� 2 , vT
0;5;� 2 âîçíèêàþùèå
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ïðè åå ðàñùåïëåíèè çà ñ÷åò âðàùåíèÿ. Âòîðàÿ ñîäåðæèò îñíîâíóþ, òàêæå çàäàþùóþ

6-ñòðóéíóþ êîíâåêöèþ, ìîäó vS
0;4;� 3 è åå ðàñùåïëåíèÿ vT

1;3;� 3 , vT
0;5;� 3 .

Íóëåâîå çíà÷åíèå ðàäèàëüíîãî èíäåêñà ó îñíîâíûõ êîíâåêòèâíûõ ìîä âûáðàíî äëÿ

òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü íàèáîëåå êðóïíûå ÿ÷åéêè, ïåðåíîñÿùèå âåùåñòâî îò íèæíåé ãðà-

íèöû ÿäðà ê âåðõíåé.

Òðåòüÿ ãðóïïà ìîä âêëþ÷àåò ïîëîèäàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñî ñôåðè÷åñêèìè èíäåê-

ñàìè (2,0) è (4,0), è åå ïîÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü ýôôåêòîì îïåðåæàþùåãî âðàùåíèÿ

òâåðäîãî ÿäðà. Èìååòñÿ ðÿä äàííûõ î òîì, ÷òî òâåðäîå ÿäðî Çåìëè èìååò óãëîâóþ

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì Çåìëÿ â öåëîì, ÷òî îáúÿñíÿþò ñîõðàíåíè-

åì óãëîâîãî ìîìåíòà Çåìëè ïðè êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèÿõ [12]. Â èñïîëüçóåìîì ïðåä-

ñòàâëåíèè äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ýòîò ýôôåêò ìîæíî ó÷åñòü,åñëè ïîìåíÿòü â âûðàæåíèè

(3) òîðîèäàëüíîé ìîäû vT
0;1;0 ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ RT

01(r ) íà íåêîòîðóþ óáûâàþùóþ

ôóíêöèþ R(r ) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì R(r1) = 1 , R(r2) = 0 . À äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ýòà îñîáàÿ ìîäà ñêîðîñòè íå áûëà ïîäâåðæåíà âÿçêîé äèññèïàöèè íàäî ïîëîæèòü

R(r ) = ar + b=r2 , ãäå a =
r 2

1

r 3
1 � r 3

2
è b= �

r 2
1r 3

2

r 3
1 � r 3

2
. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (1), âàðüèðóÿ âåëè÷è-

íó ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäû � T
0;1;0 ìîæíî çàäàòü íóæíóþ âåëè÷èíó îïåðåæàþùåãî

âðàùåíèÿ. Êîðèîëèñîâî ðàñùåïëåíèå ýòîé ìîäû è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïîëîè-

äàëüíûõ ìîä ñî ñôåðè÷åñêèìè èíäåêñàìè (2,0) è (4,0), à òàêæå òîðîèäàëüíîé (3,0).

Ïîýòîìó â ñîñòàâ òðåòüåé ãðóïïû ìîäû âõîäÿò ìîäèôèöèðîâàííàÿ vT
0;1;0 , à òàêæå vS

0;2;0 ,

vT
1;3;0 , vS

0;4;0 .

Ïîñëå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîä ïî ãðóïïàì íåîáõîäèìî çàäàòü êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè

îíè âõîäÿò â ðàçëîæåíèå ñêîðîñòè, ïîñêîëüêó êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìî ïðåäïî-

ëàãàåò ïîëíîå çàäàíèå ïîëÿ ñêîðîñòè. Ýòè êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè îáúåäèíåííîé ãðóïïû ìîä ïðè âðàùåíèè. Ïîäîáíîé óñòîé-

÷èâîñòüþ îáëàäàþò ìîäû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè.

Èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è Ïóàíêàðå î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ âðàùàþùåéñÿ èäå-

àëüíîé æèäêîñòè i� v + 2k � v + r p = 0 , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ íåïðîíèöàíèÿ íà

òâåðäîé ãðàíèöå [10]. Çäåñü k � îðò îñè âðàùåíèÿ. Äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè ýòà çàäà÷à

ïåðåîïðåäåëåíà, ââèäó óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Àíàëîãîì çàäà÷è Ïóàíêàðå äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

� v + � � v + 2k � v + r p = 0 , ãäå � � ÷èñëî Ýêìàíà, õàðàêòåðèçóþùåå îòíîøåíèå ïåðè-

îäà âðàùåíèÿ êî âðåìåíè âÿçêîé äèññèïàöèè. Áóäåì íàçûâàòü åå äàëåå âÿçêîé çàäà÷åé

Ïóàíêàðå.

Ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü â ðàáîòå [11] äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Óñòàíîâëåíû

òàêèå âàæíûå âàæíûå ñâîéñòâà êàê äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà, ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû îöåíêè ãðàíèö ñïåêòðà. Îäíàêî, òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

ïî-âèäèìîìó íåèçâåñòíî.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ïîëåé

�
vT

k;n;m ; vS
k;n;m

	
ïîëíà, ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âÿçêèå

ìîäû Ïóàíêàðå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîëåé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîä îáðàçóþùèõ ðàññìîòðåí-

íûå âûøå òðè ãðóïïû ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ãðóïïà íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàëà âÿçêóþ Ïóàíêàðå ìîäó. Òàêàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ â ìåòðèêå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (4) áûëà ïîñòðîåíà.
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Ñîîòâåòñòâóþùèå àïïðîêñèìàöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

v1 = 0:25(cos 1vT
0;1;0) � 0:13(sin 1vS

0;2;0) + 0 :1659(cos 1vT
0;3;0) � 0:1374(sin 1vS

0;4;0);

v2 = 0:1577(cos 2vS
0;2;� 2 + sin 2vS

0;2;2) + 0 :2575(sin 2vT
1;3;� 2 � cos 2vT

1;3;2)+

+0:5323(cos 2vS
0;4;� 2 + sin 2vS

0;4;2) + 0 :4254(� sin 2vT
0;5;� 2 + cos 2vT

0;5;2);

v3 = 0:3649(sin 3vT
1;3;� 3 + cos 3vT

1;3;3) + 0 :4914(cos 3vS
0;4;� 3 � sin 3vS

0;4;3)�

� 0:3542(sin 3vT
0;5;� 3 + cos 3vT

0;5;3);

(5)

ãäå  i � ïðîèçâîëüíûå óãëû.

Îêîí÷àòåëüíî, ñêîðîñòü â ìîäåëè ïðèíèìàåòñÿ â âèäå

v = � (k1v1 + v2 + k3v3) ; (6)

ãäå � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, à êîýôôèöèåíòû k1 è k3 îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíûé

âêëàä êàæäîé èç òðåõ àïïðîêñèìàöèé âÿçêèõ ìîä Ïóàíêàðå â ïîëå ñêîðîñòè.

2. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî. Â êèíåìàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷à

äèíàìî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ èíäóêöèè äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

@B
@t

= rot ( v � B ) + Re � 1
m � B ;

5 B = 0:
(7)

ïðè çàäàííîé ñêîðîñòè v . Óðàâíåíèå çàïèñàíî â áåçðàçìåðíîì âèäå. Çà åäèíèöó âðåìåíè

ïðèíÿòà âåëè÷èíà h=v0 , ãäå h = 2:1 � 106
ì � òîëùèíà æèäêîãî ÿäðà, à v0 = 10� 4

ì/c

� õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè êîíâåêöèè. Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Rem = hv0=� m , ãäå � m � ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü ÿäðà. Îíî

äàåò îòíîøåíèå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè äèññèïàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ h2=� m êî âðåìåíè

êîíâåêòèâíîãî öèêëà h=v0 .

Ê óðàâíåíèÿì (7) äîáàâëÿþòñÿ âàêóóìíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ [13]. Ôèçè÷åñêè ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ñðåäà çà ïðåäåëàìè ÿäðà íåïðîâîäÿùàÿ

è òîêè â íåé îòñóòñòâóþò. Òàêîé äîïóñê îïðàâäàí òåì, ÷òî âðåìåííûå ìàñøòàáû ïðî-

öåññîâ â ÿäðå ñîñòàâëÿþò îò 103
ëåò è áîëåå, ò.å. íà ïîðÿäêè ïðåâîñõîäÿò õàðàêòåðíûå

âðåìåíà àòìîñôåðíûõ è ìàãíèòîñôåðíûõ ïðîöåññîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè âàêóóìíûå óñëî-

âèÿ òðåáóþò íåïðåðûâíîãî ïåðåõîäà ïîëÿ B â ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ïðè r = r2 .

Ó÷èòûâàÿ îïèñàííîå âûøå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè, ïîëå

B òàêæå ïðåäñòàâèì â âèäå êîìáèíàöèè ñîáñòâåííûõ òîðîèäàëüíûõ è ïîëîèäàëüíûõ

ïîëåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà

B =
X

k;n;m

 T
k;n;m (t) B T

k;n;m (r; �; ' ) +
X

k;n;m

 S
k;n;m (t) B S

k;n;m (r; �; ' ): (8)

Ïðîâåäåì óñå÷åíèå ðÿäîâ (8), îñòàâèì â íèõ òðè ñîñòàâëÿþùèå äèïîëüíîé ÷àñòè

ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ B S
0;1;� 1 , B S

0;1;0 è B S
0;1;1 , à òàêæå ìîäû êîòîðûå ñòðóêòóðíî ñâÿçàíû
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ñ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè, ò.å. ¾çàöåïëÿþòñÿ¿ ñ íèìè â ñëàãàåìîì rot ( v � B ) è ðåãåíå-

ðèðóþò ïîëå. Åñëè èñïîëüçîâàòü îäíîèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàãíèòíûõ ìîä, òî

èíòåãðàë ïî îáúåìó ÿäðà

W k
ij =

Z
B krot ( v i � B j ) dr

äàåò ãåíåðàöèþ ìàãíèòíîé ìîäû B k ïðè íåëèíåéíîì âçàèìîäåéñòâèè êîìïîíåíòû ñêî-

ðîñòè v i , çàäàííîé îäíèì èç âûðàæåíèé (5) è ìàãíèòíîé B j , ò.å. ñîáñòâåííî ðàáîòó ìå-

õàíèçìà äèíàìî. Ïðè ýòîì â ðàññìàòðèâàåìîé ïðîñòîé ìîäåëè íàñ èíòåðåñîâàëà ïðåæäå

âñåãî ðåãåíåðàöèÿ äèïîëüíûõ êîìïîíåíò.

Ðàñ÷åò èíòåãðàëîâ W k
ij äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ìîä ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ýòîãî íà-

äî îñòàâèòü ñëåäóþùèå ìàãíèòíûå ìîäû (âñåãî 17): B T
0;2;0 , B T

0;2;� 1 , B T
0;4;0 , B T

0;4;� 2 , B T
0;4;� 3 ,

B S
1;3;0 , B S

1;3;� 1 , B S
1;3;� 2 , B S

0;5;� 2 , B S
0;5;� 3 . Âñåãî, âìåñòå ñ äèïîëüíûìè, ïîëó÷àåòñÿ 20 ìàã-

íèòíûõ ìîä. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ýòè ìîäû îòëè÷àþòñÿ êàêèìè-ëèáî ñôåðè÷åñêèì

èíäåêñàìè, òî îíè îðòîãîíàëüíû íà ñôåðå, à çíà÷èò è â îáúåìå ÿäðà.

Äàëåå äëÿ óäîáñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíîèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàãíèòíûõ

êîìïîíåíò.

Ïðåäñòàâëÿÿ ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âûøåóêàçàííûõ B j ,

à ñêîðîñòü � ðàçëîæåíèåì (6), ïîëó÷àåì ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

èíäóêöèè (7)

A l
l
d l

dt
=

20X

j =1

W l
j  j �

� l

Rem
A l

l  l ; l = 1; : : : ; 20;
(9)

ãäå A l
l =

Z
B 2

l dr , W l
j =

Z
B l rot ( v � B j ) dr , à � l � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîé

ìîäû B l .

Ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ àìïëèòóä

ìàãíèòíûõ ìîä è èçìåíåíèå âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñî âðåìåíåì òîãäà ìîæíî îõà-

ðàêòåðèçîâàòü ÷èñëîì � = max
i

Re� i , ãäå � i ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ñèñòåìû (9).

Ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðîèçâåäåíèå �Re m ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòíîøåíèå äâóõ âðåìåí � õàðàê-

òåðíîãî âðåìåíè äèññèïàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è õàðàêòåðíîãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ ïîëÿ

â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé âîñïðî-

èçâåäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äèíàìî-ìåõàíèçìîì â ìîäåëè � � > 0 èëè j� jRe � 1. Â

ïåðâîì ñëó÷àå ïîëå íàðàñòàåò, âî âòîðîì çàòóõàåò, íî ñêîðîñòü åãî çàòóõàíèÿ ìíîãî

ìåíüøå ñêîðîñòè îìè÷åñêîãî çàòóõàíèÿ â îòñóòñòâèå ðàáîòû äèíàìî.

ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå � çàâèñèò îò ÷èñëà Rem è îò âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ k1 , k2

â ôîðìóëàõ (6). Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû (9) íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé óãëîâ  i â (5).

Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ñ ïåðåáîðîì çíà÷åíèé ki îò 0:1 äî 10 è Rem îò 5 äî

500 â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå. Äëÿ êàæäîé òàêîé êîìáèíàöèè îïðåäåëÿëèñü ñîîòâåò-

ñòâóþùèå � è j� jRe.
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Ðèñ. 3. Îáëàñòè ïîääåðæèâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k1; k3)
ïðè ðàçëè÷íûõ Rem .

Äèàïàçîí çíà÷åíèé äëÿ Rem âûáèðàëñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó h =
2:1 � 106

ì è õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü êîíâåêöèè v0 ïî îöåíêàì ñîñòàâëÿåò 10� 4
ì/ñ, òî

Rem = 210=� m . Ìîëåêóëÿðíîå çíà÷åíèå ìàãíèòíîé âÿçêîñòè ñîñòàâëÿåò � M
m = 1 ì

2
/ñ [13],

à òóðáóëåíòíîå çíà÷åíèå � T
m = 20 ì

2
/ñ [14]. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ Rem âàðüèðîâàëèñü òàê,

÷òîáû ïåðåêðûòü äèàïàçîí çíà÷åíèé îò òóðáóëåíòíîãî äî ìîëåêóëÿðíîãî.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé Rem ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Â ïëîñ-

êîñòè (k1; k3) êðåñòèêàìè îáîçíà÷åíû ïàðû êîýôôèöèåíòîâ, â êîòîðûõ â ìîäåëè ïîä-

äåðæèâàåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì Rem îáëàñòè ïîääåðæàíèÿ ïîëÿ óâå-

ëè÷èâàþòñÿ.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå â ðàìêàõ êèíåìàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîêàçàíà âîçìîæ-

íîñòü óäåðæèâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, êîñâåííî íà-

áëþäàåìûìè â ÿäðå Çåìëè. Â êà÷åñòâå ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè èñïîëüçîâàíû àïïðîêñè-

ìàöèè ìîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ 6-ñòðóéíîé

êîíâåêöèè â ÿäðå Çåìëè è îïåðåæàþùåìó âðàùåíèþ âíóòðåííåãî ÿäðà. Óñòàíîâëåíî,
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÷òî ðåæèì óñèëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðåàëèçóåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ìàã-

íèòíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà îò òóðáóëåíòíîãî äî ìîëåêóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ.
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6-JET KINEMATIC MODEL OF GEODYNAMO

G.M. Vo dinchar, L.K. Feshchenko

Institute of Cosmophysical Research and Radio Wave Propagation,

Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences,

Mirnaya Str., 7, Paratunka, Elizovskiy district, Kamchatka region, 684034, Russia, e-mail: ikir@ikir.ru

Abstract. Geo dynamo kinematic mo del is built. The �eld velo city structure which is compatible

with data over the splitting-functions of oscillations in the Earth liquid core. In the mo del three

velo city comp onents are used which are approximate oscillations mo des of the liquid core. Two of

them de�ne 6-jet convection in the Earth's core, and the third corresp onds to anticipatory rotation

of the solid core.

Key words: geo dynamo, kinematic dynamo, Earth's core, Poincare op erator.
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü áèíàðíîé àâòîêàòàëèòè÷åñêîé õèìè÷åñêîé

ðåàêöèè íà îñíîâå óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñî ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè, â êîòîðîé âîçìóùåíèå îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì áåëîãî øóìà.

Èññëåäóåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,

îïèñûâàþùåãî ýâîëþöèþ êîíöåíòðàöèè îäíîãî èç êîìïîíåíòîâ ðåàêöèè. Ñ êà÷åñòâåííîé òî÷êè

çðåíèÿ èññëåäóåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â òðåõïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ ñìåñè, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ïðîèñõîäèò èíäóöèðîâàííûé

øóìîì ôàçîâûé ïåðåõîä â ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìå, òî åñòü ïåðåñòðîéêà óíèìîäàëüíîé ïëîòíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â áèìîäàëüíóþ. Ðàçâèòà òåîðèÿ âîçìóùåíèé â ñëó÷àå ñèëüíîãî ïðåâîñõîä-

ñòâà êîíöåíòðàöèè îäíîãî êàòàëèçàòîðà íà êîíöåíòðàöèåé äðóãîãî. Îíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü

ïðèáëèæåííî ôàçîâûå äèàãðàììû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî òàêóþ

àñèììåòðèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ôàçîâûé ïåðåõîä, áèôóð-

êàöèÿ, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1] áûëà ðàññìîòðåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé

êèíåòèêè, èññëåäîâàâøàÿñÿ ðàíåå â [2, 3] è îïèñûâàþùàÿ ïðîòåêàíèå àâòîêàòàëèòè÷å-

ñêèõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé îïðåäåëåííîãî òèïà ìåæäó äâóìÿ ðåàãåíòàìè ñ ó÷åòîì èõ

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè îòíî-

ñèòåëüíîé äîëè ~xt êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñòîõàñòè÷åñêîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d~xt = [ � � ~xt + � ~xt (1 � ~xt )] dt + � ~xt (1 � ~xt )d ~wt ; (1)

ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè � 2 R, � > 0, � 2 [0; 1] è ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì

áåëûì øóìîì d ~wt=dt. Còîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë d ~wt â ýòîì óðàâíåíèè ïîíèìàåòñÿ

ïî Ñòðàòîíîâè÷ó. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíûé

äèôôóçèîííûé ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíûõ êîíöåí-

òðàöèé. Ýòîò ïðîöåññ îáëàäàåò ôèíàëüíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) äëÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ~xt , êîòîðàÿ, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé òðåõ ïàðàìåòðîâ h�; � 2; � i ìîäåëè

ÿâëÿåòñÿ ëèáî óíèìîäàëüíîé, ëèáî áèìîäàëüíîé. Ôèíàëüíàÿ ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

ÿâíîé ôîðìóëîé [1]

p(x) =
A

x(1 � x)

�
x

1 � x

� �

exp
�

2
� 2

�
� � 1
1 � x

�
�
x

��
; (2)
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A =
1
2

exp

(
2
� 2

+ � ln

r
1 � �

�

) �
K � �

�
�

4
� 2

p
� (1 � � )

�� � 1

;

ãäå K � � (�) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà ñ ïîêàçàòåëåì (� � ) è

� = 2(2� + � � 1)=� 2
. Ïåðåõîä îò óíèìîäàëüíîé ïëîòíîñòè ê áèìîäàëüíîé ïðîèñõîäèò

íà íåêîòîðîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè � â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ h�; � 2; � i , êîòî-

ðîå íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ . Òàêîé ïåðåõîä ôèçè÷åñêè òðàêòóåòñÿ êàê

äèíàìè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä â ñìåñè õèìè÷åñêèõ ðåàãåíòîâ. Óðàâíåíèå äëÿ êðèòè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíûõ p0(x) = 0 , ÷òî

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

S(x) � � � x + �x (1 � x) �
� 2

2
x(1 � x)(1 � 2x) = 0 ; (3)

è p00(x) = 0 . Ïðè ýòîì ñîâìåñòíîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèè

x îáÿçàíî íàõîäèòüñÿ íà èíòåðâàëå [0; 1].

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü � â ïðîñòðàíñòâå íàáîðîâ

ïàðàìåòðîâ h�; � 2; � i , ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäèò

ôàçîâûé ïåðåõîä, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

P(�; � 2; " ) � � 4 + � 2
�

1� 5� 2 � � 4=2
�

� �" (9� 4 +18� 2 � 4� 2) � 4� 2
�

1� � 2=4
� 3

� 27� 4"2 = 0 ;

(4)
ãäå " = � � 1=2 2 [� 1=2; 1=2]. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòðû

êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óðàâíåíèþ, äîëæíû, äîïîëíèòåëü-

íî, îáëàäàòü ñâîéñòâîì

jG(�; � 2; " )j � 1 ; G(�; � 2; " ) �
4� (1 + 2� 2) + 36 "� 2

4� 2 + 3� 4 � 12� 2
:

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè G� (�; � 2; " ) = (1 � G(�; � 2; " ))�

� = 4 � 2 + 3� 4 � 12� 2 ;

òî ýòî óñëîâèå ïåðåïèøåòñÿ â áîëåå ïðîñòîì âèäå

G+ (�; � 2; " )G� (�; � 2; " ) � 0 ;

òàê, ÷òî äîïóñòèìàÿ îáëàñòü äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê áèôóðêàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáúåäèíåíèå îáëàñòåé G� , ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãèïåðáîëû

G� (�; � 2; " ) � (2� 2 + 1 � 2� )2 � (� 2 + 2(4 � 9"))2 + 4(4 � 9")2 � 1 = 0 :

Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå áûëî îáðàùåíî äîëæíîãî âíèìàíèÿ â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáî-

òàõ [2, 3]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, êðèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü � ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî

îäíîé ñâÿçíîé ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (4).
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Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ìû ðàçðàáàòûâàåì ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôàçîâûõ äèàãðàìì

òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ ðåàãåíòîâ ïðè çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðà � , áëèçêèõ ê êðàÿì ñâîåé ôèçè÷åñêè åñòåñòâåííîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ,

òî åñòü ê 0 è 1. Ââèäó ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé çàìåíû

� , 1 � � è � , � � , íàì äîñòàòî÷íî èçó÷èòü òîëüêî îêðåñòíîñòü òî÷êè � = 0 .

2. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â âû-

ðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ïðè " = � 1=2.

Òåîðåìà 1. Ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè � ñ ïîëóïëîñêîñòüþ fh�; � 2; " = � 1=2i : � 2
R; � 2 > 0g (fh�; � 2; " = 1=2i : � 2 R; � 2 > 0g) ñîñòîèò èç ( äâóêðàòíîé ) ïîëóïðÿ-

ìîé � (� )
0 = 1 + � 2=2 (� (+)

0 = � (1 + � 2=2)) , � 2 � 1 è êðèâûõ � (� )
� = ( � � 2 � 4� )=2

(� (+)
� = ( � 2 � 4� )=2), � 2 � 1, äëÿ êîòîðûõ îáùèìè ñ öèëèíäðîì òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî � = � 3=2, � 2 = 1 .

� Óðàâíåíèå (4) ïðè çíà÷åíèÿõ " = � 1=2

� 4 + � 2
�

1 � 5� 2 � � 4=2
�

� � (9� 4 + 18� 2 � 4� 2)=2 � 4� 2
�

1 � � 2=4
� 3

� 27� 4=4 = 0

äîïóñêàåò ÿâíîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

�
� � (1 + � 2=2)

� 2�
� 2 � � 2� + � 2(� 2 � 16)=4

�
= 0

è ïîýòîìó � òî÷íîå àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå âñåõ ðåøåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùå-

ñòâåííûìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðè " = � 1=2 ñïèñîê ðåøåíèé ñîñòîèò èç äâóêðàòíîãî ðåøåíèÿ � (� )
0 = 1 + � 2=2, òî

åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾óäâîåííóþ¿ ïðÿìóþ, è ðåøåíèé

� (� )
� = ( � � 2 � 4� )=2;

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ âåòâåé

(òàê êàê � 2 � 0) ñ åäèíñòâåííîé îáùåé (êîíöåâîé) òî÷êîé ïðè � = 3=2, � 2 = 1 , òî

åñòü îáà ðåøåíèÿ ñêëåèâàþòñÿ â ýòîé òî÷êå â åäèíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ, íà êîòîðîé �
èçìåíÿåòñÿ îò �1 äî 2 (â òî÷êå � = 2 ôóíêöèÿ � (� )

� äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóìà).

Òî÷íî òàêæå, ïðè " = 1=2 ñïèñîê ðåøåíèé ñîñòîèò èç ¾óäâîåííîé¿ ïðÿìîé � (+)
0 =

� (1 + � 2=2) è ðåøåíèé

� (+)
� = (+ � 2 � 4� )=2:

Îíè ñîñòàâëÿþòñÿ â åäèíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé � ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç

[� 2; 1 ) ( h� 3=2; 1i � òî÷êà ñêëåéêè äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ âåòâåé). �

Åñòåñòâåííî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå òåîðåìîé, íàõîäÿòñÿ âíå

ýëëèïñà � = 4 � 2 + 3� 4 � 12� 2 = 0 . Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ � (� )
�

â óðàâíåíèå äëÿ ýëëèïñà, ÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó � = 4 � 2(� � 1)2 � 0. Òàêèì

îáðàçîì, êðèâûå èìåþò êàæäàÿ ïî äâå òî÷êè êàñàíèÿ ñ ýëëèïñîì: ïðè � = 0; � = 0 è

� = 1; � = � 3=2.
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3. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êðèòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè âáëèçè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé " = � 1=2. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñèììåòðèþ êðè-

òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ìû èçó÷èì òîëüêî ñëó÷àé " = � 1=2 ( � = 0 ).

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èçó÷åíèå ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè, òî åñòü êðèâûõ � (� 2) , ïðè ïî-

ñòîÿííîì, íî ìàëîì çíà÷åíèè � ïîñðåäñòâîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ïîëóöåëûì ñòåïåíÿì

� íåâîçìîæíî.

Óíèìîä. ôàçà Áèìîä. ôàçà

G+ G� < 0 G+ G� � 0

� 2

1

2 3

Óíèìîä. ôàçà

� A

�

Ðèñ. 1. Â ïëîñêîñòè h�; � 2 i ïðè " = � 1=2 èçîáðàæåíû: 1 � ýëëèïñ, îãðàíè÷èâàþùèé ðàñïîëîæåíèå

êðèâîé ðàçäåëà ôàç; 2 � ïàðàáîëû � ( � )
� , ¾ñøèòûå¿ â òî÷êå A = h3=2; 1i è ðàñïîëîæåííûå ïîëíîñòüþ

âíå ýëëèïñà; 3 � ñäâîåííàÿ ïðÿìàÿ � ( � )
0 .

Ïðîèçâåäåì ïîäñòàíîâêó " = � 1=2 + � â óðàâíåíèå (4) P(�; � 2; � 1=2 + � ) = 0 . Áóäåì

èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ � (� 2) = � 0(� 2) + � 1=2� 1(� 2) + �� 2(� 2) + O(� 3=2) ,

ãäå � 0(� 2) = 1 + � 2=2 � îäíà èç âåòâåé ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ( � (� )
0 ) ïðè � = 0 . Â

ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì

P(� 0(� 2); � 2; � 1=2) = 0 ;
�

@P
@�

�

� 0 ;� 2 ;� 1=2

= 0 ;

(òàê êàê ïðÿìàÿ � 0(� 2) äâîéíàÿ) è

P = �
�

@P
@"

�

� 0 ;� 2 ;� 1=2

+
1
2

�
@2P
@�2

�

� 0 ;� 2 ;� 1=2

[�� 2
1 + 2� 3=2� 1� 2]+

+
1
6

�
@3P
@�3

�

� 0 ;� 2 ;� 1=2

� 3=2� 3
1 +

�
@2P
@�@"

�

� 0 ;� 2 ;� 1=2

� 3=2� 1 + o(� 3=2)
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èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èìååì

P = � � (� 0(9� 4 + 18� 2 � 4� 2
0) � 27� 4) + ( � 2 � 1)2[�� 2

1 + 2� 3=2� 1� 2] + 2( � 2 + 1) � 3=2� 3
1�

� 6� 3=2(� 2 � 1)(� 2 + 2) � 1 :

Ñëàãàåìûå ïîðÿäêà � äàþò âûðàæåíèå � 2
1(� 2) = 4( � 2 � 1) ïðè � 2 6= 1 . Áàëàíñ ñëàãàåìûõ

ïîðÿäêà � 3=2
äàåò óðàâíåíèå

(� 2 � 1)2� 2 + ( � 2 + 1) � 2
1 � 3(� 2 � 1)(� 2 + 2) = 0 ;

÷òî ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ � 1(� 2) , äàåò

� 2(� 2) =
2 � � 2

� 2 � 1
:

Ìû âèäèì, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå � 1(� 2) = � 2
p

� 2 � 1,

îäíàêî, óæå â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè ïîÿâëÿåòñÿ ìàëûé çíàìåíàòåëü âáëèçè òî÷-

êè � 2 = 1 , ÷òî äåëàåò òåîðèþ âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìîé. Åñëè ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò,

âûáðàâ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äðóãóþ âåòâü ( � (� )
� ) èç ÷èñëà òåõ, êîòîðûå

ñëèïàþòñÿ â òî÷êå h3=2; 1i , � 0(� 2) = ( � � 2 + 4� )=2, òî äëÿ � 1(� 2) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

4� 3(� � 1)3 + ( � 2 � 1)2� 2
1(� 2) = 0 , ó êîòîðîãî íåò ðåøåíèÿ ïðè � 2 > 1 (èíòåðåñóþùàÿ íàñ

÷àñòü êðèâîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ðàçäåëà ôàç, ðàñïîëîæåíà â ïîëóïëîñêîñòè ñ

� 2 > 1), ÷òî äåëàåò íåïðèìåíèìîé òåîðèþ âîçìóùåíèé óæå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

1 )

Â ñâÿçè ñ îïèñàííîé âûøå íåâîçìîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñðåä-

ñòâîì ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ïîëóöåëûì ñòåïåíÿì, ìû ïðèìåíèì äðóãîé ïîäõîä

äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç. Ñîâåðøèì ïîäñòàíîâêó

� = (3 + u + v)=2; � 2 = 1 + v � u (5)

òàê, ÷òî óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

u2(v2 + 4u) + � f 36u2 + 6uv(u + v � 3) � 4(u3 + v3)g � 27� 2(1 + v � u)2 = 0 ;

à óðàâíåíèå ýëëèïñà â ýòèõ ïåðåìåííûõ, u2 + v2 � uv+3u = 0 . Òåïåðü, ÷òîáû ïðîèçâåñòè

ðàñùåïëåíèå, ïîäáåðåì ïðàâèëüíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ u; v â îêðåñòíîñòè

òî÷êè h0; 0i ïðè � ! 0. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì çàìåíó u ! � au , v ! � bv , ãäå a > 0, b > 0
ïîñòîÿííûå ïîêàçàòåëè

� 2(a+ b)u2v2 + 4� 3au3 + 36� 2a+1 u2 + 6� 2a+ b+1 vu2 + 6� 2b+ a+1 uv2 � 18� a+ b+1 uv�

� 4� 3a+1 u3 � 4� 3b+1 v3 � 27� 2(1 + v � u)2 = 0 :

1

Çàìåòèì, ÷òî íà íàëè÷èå ñëîæíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé óêàçûâàåò óæå òî, ÷òî ïðè

" = � 1=2 èìååòñÿ ïåðåñå÷åíèå îñè � 2 = 0 , à ïðè " 6= � 1=2 òàêîãî ïåðåñå÷åíèÿ íåò, òàê êàê óðàâíåíèå äëÿ

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ � 4 + � 2 + 4 "� 3 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî ÷àñòè ïðÿìûõ

� (� 2=2 + 1) , êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïðè � 2 < 1 äîëæíû áèôóðêàöèîííûì îáðàçîì äåôîðìèðîâàòüñÿ

òàê, ÷òîáû èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ � 2 = 0 èñ÷åçëè.



108 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâèëüíîãî âèäà àñèìïòîòèêè, íóæíî ðàçáèòü âñå èìåþùèåñÿ

íàèìåíüøèå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé 2a+2b, 3a, 2a+1 , a+ b+1 , 3b+1 , 2 ó ïåðåìåííîé � íà

ãðóïïû òàê, ÷òîáû èìåëàñü ãðóïïà, ïî êðàéíåé ìåðå, èç äâóõ ñëàãàåìûõ, ñ îäèíàêîâûìè

ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñòåïåíåé. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì

a = 2=3, b = 1=3. Â ðåçóëüòàòå, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíò ïðè ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè

âåëè÷èíû � , ðàâíîé 2, èìååì

4(u3 � v3 � 27) + (uv � 9)2 = 0 : (6)

Ïðè v ! 1 íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ u(v) íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé, òàê êàê, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó èìåþòñÿ àñèìïòîòèêè êðèâîé u(v) ! 1
ïðè v ! 1 . Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: u � v2

, u � v1=2
. Îíè ñëåäóþò èç ñðàâ-

íåíèÿ ñëàãàåìûõ ñî ñòàðøèìè ñòåïåíÿìè u2v2
, u3

è v3
è èç ñîîáðàæåíèé êîìïåíñàöèè

ñëàãàåìûõ ñ íàèáîëüøèìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ. Ïîëîæèì

u = av2 + f . Ïîäñòàíîâêà ñ óäåðæàíèåì ãëàâíûõ ñòåïåíåé v6
, êîòîðûå äîëæíû èñ÷å-

çàòü, äàåò óñëîâèå a = � 1=4. Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì f = � 2=v + o(v� 1) , êàê ãëàâíîå

ïîïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå. Âòîðîé ñëó÷àé ñ ïîêàçàòåëåì 1=2 ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç ñîîáðà-

æåíèé ñèììåòðèè v = u2=4 + 2=u+ o(u� 1) .

Îáùèé âèä êðèâîé, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (6), íà ïëîñêîñòè hu; vi ïîêàçàí íà

ðèñ. 2, ãäå ðàñïîëîæåíû ñâåðõó âíèç âäîëü îñè v îáå åå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû è êóáè-

÷åñêàÿ ïàðàáîëà, îãðàíè÷èâàþùàÿ êðèâóþ ñíèçó. Òàêîé åå âèä îáóñëîâëåí ñëåäóþùèì

êà÷åñòâåííûì àíàëèçîì.

Êðèâàÿ ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ ïðè ðàñòÿæåíèè � � 2=3
âäîëü îñè u è � � 1=3

âäîëü îñè v .

Êðîìå òîãî, îíà ðàñïîëîæåíà âûøå êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû v3 � u3 + 27 = 0 íà ðèñ. 2.

2 )

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî çàìåíû u ) � v .

Ïðîâåðèì êðèâóþ (6) íà ñàìîïåðåñå÷åíèå. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äîë-

æåí ñóùåñòâîâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóêðàòíûé êîðåíü îòíîñèòåëüíî u ïðè ôèêñèðî-

âàííîì v ,

Q(u) = 4 u3 + u2v2 � 4v3 � 18uv � 27 � 4(u3 � v3 � 27) + (uv � 9)2 = 0 :

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ýòîãî ïîëèíîìà è åãî ïðîèçâîäíîé ïî u , Q0(u)=2 =
6u2 + uv2 � 9v íàõîäèì îñòàòîê (ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà) â âèäå (v3 � 27)3=81:
Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ñàìîïåðåñå÷åíèå âîçìîæíî, îïðåäåëÿåò-

ñÿ òî÷êîé ïðè v = 3 .

Äàëåå, êðèâàÿ èìååò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äèàãîíàëüþ u = � v . Íàëè÷èå òàêèõ òî÷åê

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î åå äâóõñâÿçíîñòè. Ñîâåðøàÿ ïîäñòàíîâêó u = � v â

óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì (u � 1)(u + 3) 3 = 0 , òî åñòü èìååòñÿ òðåõêðàòíûé êîðåíü u = � 3,

v = 3 , è ïîýòîìó òî÷êà h� 3; 3i ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, à òàêæå êîðåíü u = 1 , v = � 1.

2

Çàìåòèì, ÷òî uv = 9 � 2
p

27 + v3 � u3
. Òîãäà ïðè îáðàùåíèè â íóëü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ

ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà â ôîðìóëå, îïðåäåëÿþùåé êðèâóþ. Ïðè ýòîì òà âåòâü êðèâîé, äëÿ êîòîðîé

òàêîå ïîëîæåíèå ðåàëèçóåòñÿ, êàñàåòñÿ â òî÷êàõ óêàçàííîãî èçìåíåíèÿ çíàêà êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû.
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2 3

v

1

u

Ðèñ. 2. Â ïëîñêîñòè hu; vi èçîáðàæåíû: 1 � âåòâü äâóõñâÿçíîé êðèâîé (6), ñîäåðæàùàÿ ¾êàñï¿ è

îïèñûâàþùàÿ ó÷àñòîê ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç; 2 � íåôèçè÷åñêàÿ âåòâü êðèâîé (6); 3 � êóáè÷åñêàÿ

ïàðàáîëà, êàñàþùàÿñÿ íåôèçè÷åñêîé âåòâè â òî÷êàõ u = 3[(1 �
p

5)=2]1=3
, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ êàê

ñîâìåñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû uv = 9 ; u3 � v3 = 27 .

Â òî÷êå h1; � 1i êðèâàÿ ïåðåñåêàåò òðàíñâåðñàëüíî äèàãîíàëü v = � u , òàê êàê â ýòîé

òî÷êå íåâîçìîæíî åå ñàìîïåðåñå÷åíèå. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî êðèâàÿ äâóõñâÿçíà. Åñ-

ëè áû îíà áûëà îäíîñâÿçíà, òî äóãè êðèâîé, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïåðåñå÷åíèåì äèàãîíàëè,

ïðè èõ ïðîäîëæåíèè, ââèäó ñèììåòðèè êðèâîé îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè, äîëæíû ñîåäè-

íèòüñÿ ñ ïðîäîëæåíèåì äóãè êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó h� 3; 3i , òî åñòü èìåòü, ïî

êðàéíåé ìåðå, äâå òî÷êè òàêèõ ñîåäèíåíèé. Åñëè ñîåäèíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî óêàçàí-

íûå ïðîäîëæåíèÿ êðèâîé ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, òî êðèâàÿ äîëæíà áûòü çàêëþ÷åíà

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïëîñêîñòè, à ýòî, êàê óêàçàíî âûøå, íåâîçìîæíî. Åñëè æå ñî-

åäèíåíèå ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ � ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âåòâåé êðèâîé,

òî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê òàêîå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî â òî÷êå

h� 3; 3i íà äèàãîíàëè. Òàêèì îáðàçîì, îòðåçîê äóãè, ïåðåñåêàþùèé äèàãîíàëü â h1; � 1i ,

ëåæèò íà ÷àñòè êðèâîé, íåñâÿçàííîé ñ äóãîé, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò òî÷êà h� 3; 3i .

Òî÷êà h� 3; 3i ëåæèò íà îäíîé èç âåòâåé äâóõñâÿçíîé êðèâîé. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå
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êðèâîé íà ýòîé åå ñâÿçíîé ÷àñòè â îêðåñòíîñòè ýòîé îñîáîé òî÷êè è òèï âîçíèêàþùåé

ïðè ýòîì îñîáåííîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ñ öåíòðîì â

òî÷êå h� 3; 3i , òî åñòü ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèè çàìåíó u ) u� 3 è v ) v+3 . Â ðåçóëüòàòå,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

u2v2 + ( u � v)(4(u2 + v2) + 10uv) = 27(u + v)2 ;

à çàòåì ïîëîæèì u = � cos' , v = � sin ' . Òîãäà, ïîñëå äåëåíèÿ óðàâíåíèÿ íà � 2
, èìååì

1
4

� 2 sin2 2' + � (cos' � sin' )(4 + 5 sin 2' ) � 27(1 + sin 2' ) = 0 : (7)

Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äàåò äâà ðåøåíèÿ

� =
2

sin2 2'

h
(sin ' � cos' )(4 + 5 sin 2' ) �

�
2(2 + sin 2' )

� 3=2
i

; (8)

íî èñòèííîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî çíàê (+) , òàê êàê òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå,

ââèäó îòðèöàòåëüíîñòè ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè

(8) ïîëîæèòåëüíî. Òàê êàê ðåøåíèå ñ � (' ) > 0 åäèíñòâåííî, òî â èññëåäóåìîé òî÷êå ðå-

àëèçóåòñÿ îñîáåííîñòü òèïà ¾êàñï¿, òàê êàê ïðè íàëè÷èè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ýòîé òî÷êå,

äîëæíî áûòü, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâà ðåøåíèÿ � (' ) . Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåð îñîáåííîñòè

ïðè � ! 1 óäàåòñÿ âûÿñíèòü òîëüêî ïðè ó÷åòå ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî � 2
, òàê

êàê ñâîáîäíûé ÷ëåí � (1 + sin 2' ) óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ' = � �= 4; 3�= 4.

Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ óãëîâ îïðåäåëÿþò âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ ïîäõîäà êðèâîé ê

îñîáîé òî÷êå ' ! � �= 4; 3�= 4 (îòâå÷àþùåé êðàòíîìó ðåøåíèþ) ïðè � ! 0. Äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ òîãî, êàêîå èç íèõ ðåàëèçóåòñÿ íà ñàìîì äåëå, ââåäåì îòêëîíåíèÿ  = ' + �= 4
è  = ' � 3�= 4 è èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè óãëà  = 0 â

îáîèõ ñëó÷àÿõ. Òàê êàê

sin 2' = � 1 + 2 2 + o( 2) ; cos' � sin ' = �
p

2 �

p
2

2
 2 + o( 2) ;

ãäå âåðõíèå çíàêè â ýòîé ôîðìóëå ñîîòâåòñòâóþò ' = 3 �= 4, à íèæíèå � ' = � �= 4, òî

ïîäñòàíîâêà ýòèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðè  ! 0 âûðàæåíèé â óðàâíåíèå (7) ñ óäåðæàíèåì

â íåì òîëüêî ãëàâíûõ ïðè  ! 0 ñëàãàåìûõ äàåò

� 2 � 4
p

2� � 216 2 + o( 2) = 0 :

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè çíàêå (+) ïîëó÷àåòñÿ � (' ) = 27
p

2 2 + o( 2) . Ïðè çíàêå (� )
èìååòñÿ òîëüêî îäíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðåøåíèå � (' ) , îáðàùàþùååñÿ â íóëü ïðè

 = 0 . Íî îíî, ââèäó òðåáîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè � (' ) , äàåò òîëüêî ëèøü èçîëè-

ðîâàííîå çíà÷åíèå  = 0 , òî åñòü òàêîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

êðèâàÿ � (' ) ìîæåò ïîäõîäèòü ê êðàòíîé òî÷êå òîëüêî ïîä óãëîì ' = 3 �= 4, òî åñòü

êðàòíàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â êðàòíîé

òî÷êå ðåàëèçóåòñÿ îñîáåííîñòü êðèâîé â âèäå ¾êàñïà¿.
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì �; � 2
íà èçó÷åííîé íàìè ñâÿçíîé ÷àñòè

êðèâîé. Ó÷èòûâàÿ âñå ïðîäåëàííûå çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïðîöåññå ïåðåõîäà ê êðèâîé,

îïèñûâàåìîé ôîðìóëîé (8), íàõîäèì

� =
1
2

�
3(1 + � 1=3 � � 2=3) + � 1=3� sin ' � � 2=3� cos'

�
;

� 2 = 1 + 3
�
� 1=3 + � 2=3

�
+ � 1=3� sin ' � � 2=3� cos'

ñ ôóíêöèåé � (' ) , îïðåäåëÿåìîé (7). Ýòè ôîðìóëû ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàþò ïðèáëèæåí-

íî, ñ òî÷íîñòüþ äî � 2=3
, êðèâóþ ðàçäåëà ôàç ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ � . Çàìåòèì, ÷òî ýòè

âûðàæåíèÿ äëÿ �; � 2
ïðè ' = 3 �= 4 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýëëèïñà ñ òîé òî÷íîñòüþ,

ñ êîòîðîé îíè ïîëó÷åíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìû, âîçíèêøèå ïðè ïîñòðîåíèè ïðÿ-

ìîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëóöåëûì ñòåïåíÿì � ñâÿçàíû ñ íåïðàâèëüíûì âûáîðîì øêàëû

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âáëèçè � = 0 .

Åñëè ïåðåéòè ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì íà äðóãîé ñâÿçíîé ÷àñòè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ

äèàãîíàëè h1; � 1i , òî ïîëó÷èì, ÷òî � 2 = 1 � � 1=3 � � 2=3(1 + o(1)) . Òàêèì îáðàçîì, íà

ýòîé ñâÿçíîé ÷àñòè � 2 < 1, è ïîýòîìó îíà íå îïèñûâàåò êðèâóþ ðàçäåëà ôàç â íàøåé

ôèçè÷åñêîé çàäà÷å, íà êîòîðîé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî äëÿ � 2
.
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CRITICAL SURFACE INVESTIGATION OF CHEMICAL STOCHASTIC MODEL

OF BINARY AUTOCATALYTIC REACTION.

LARGE ASYMMETRIC CASE

Pham Minh Tuan, Yu.P. Virchenko

Belgoro d State University,

Pob edy Str., 85, Belgoro d, 308015, Russia, e-mail: virch@bsu.edu.ru ,

Abstract. The sto chastic mo del of binary chemical reaction is studied on the basis of chemical

kinetics equations with sto chastically p erturb ed parameters. The p erturbation is describ ed by

generalized random pro cess named "white noise". The stationary probability distribution density

dep ended on relative concentration is investigated. The critical surface in the three thermodynamical

parameter space of the mixture state is observed qualitatively. The noise induced phase transition

in the sto chastic system is under consideration. At this the reconstruction of unimo dal distribution

density into the bimo dal one is o ccured at intersection of the critical surface. In the case of the

large overcoming of the one comp onent concentration over the other concentration comp onent the

p erturbation theory is develop ed. It p ermits to calculate approximately critical surface at small

values of parameter that characterizes such an asymmetry.

Key words: chemical reaction, sto chastic mo del, distribution density, phase transition, bifur-

cation, critical surface, p erturbation theory.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû òåîðèè ñòåðæíåé â ïîñòàíîâêàõ, ðàçðàáî-

òàííûõ â òðóäàõ Ýíãåññåðà, ßñèíñêîãî, Êàðìàíà, Øýíëè, Õîôôà, Ðàáîòíîâà, Èëüþøèíà è äð.,

ò.å. èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå äîñòàòî÷íî êîðîòêèõ ñòåðæíåé (êâàçèñòàòè÷åñêèé ïðîöåññ), ìàòåðè-

àë êîòîðûõ ðàáîòàåò â óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñòàäèè; ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå ñâîéñòâà ïîëçó÷åñòè

ìàòåðèàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòåðæíåâàÿ ìîäåëü, ïðîäîëüíàÿ ñèëà, ïðîäîëæàþùååñÿ íàãðóæåíèå,

êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, êîððåêòíîñòü êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè.

1. Èñòîðèÿ âîïðîñà. Â äàëüíåéøåì òåðìèí ¾ ïðîäîëüíûé èçãèá ¿ óïîòðåáëÿåòñÿ

ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ óïðóãèõ èëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ïîä äåéñòâèåì

âîçðàñòàþùåé ñèëû; òåðìèí ¾ âûïó÷èâàíèå ¿ � ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ñòåðæíÿ, ìàòå-

ðèàë êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîëçó÷åñòè.

Îáîñíîâàíèå êâàçèñòàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1, 2]. Òî÷íîñòü òà-

êîé ïîñòàíîâêè îöåíèâàåòñÿ â ðàáîòå [3].

Èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì ïðîäîëüíîãî èçãèáà è âûïó÷èâàíèÿ íå ñëó÷àåí, òàê êàê áîëü-

øèíñòâî ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ, ïðèáëèæàþùèõñÿ ê

ðàññìàòðèâàåìûì: âûñîêèå óðîâíè íàãðóçîê òðåáóþò ïîëíîãî ó÷åòà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà; ïîâûøåííûå ðàáî÷èå òåìïåðàòóðû ýêñïëóàòàöèè èçäåëèé âûäâèãà-

þò íà ïåðâûé ïëàí íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ñâîéñòâ ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà. Â íàèáîëåå

îòâåòñòâåííûõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âñå ýòè ôàêòîðû.

Âïåðâûå çàäà÷à îá èçãèáå ñòåðæíÿ (â ñîâðåìåííîé òðàêòîâêå) áûëà ïîñòàâëåíà

Ä. Áåðíóëëè, êîòîðûé ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó ïëîñêèõ ñå÷åíèé è ïðèøåë ê ñîîòíî-

øåíèþ ìåæäó èçãèáàþùèì ìîìåíòîì â ñå÷åíèè, êðèâèçíîé è æåñòêîñòüþ íà èçãèá

óïðóãîãî áðóñà. Ýéëåð, ðåøàÿ çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ Áåðíóëëè, ïîëó÷èë êðèòè÷åñêóþ

ñèëó, ¾ñèëó êîëîííû¿ [4].

Ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé Ýéëåðà ñîäåðæèòñÿ â òðóäàõ Ëàãðàíæà, Êëåáøà è Êèðõãî-

ôà, êîòîðûå ðàçðàáîòàëè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíóþ òåîðèþ ãèáêèõ óïðóãèõ ñòåðæ-

íåé [5, 6].

Ýíãåññåð, ïðèíèìàÿ ãèïîòåçó ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ðàññìîòðåë çàäà÷ó î ïðîäîëüíîì èç-

ãèáå ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷íîñòè â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå: ¾Ìû ïðåäñòàâëÿåì

ñåáå ñòåðæåíü, èçîãíóòûé íà î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó �u , è èùåì ñæèìàþùóþ ñèëó, ñïî-

ñîáíóþ óäåðæàòü ñòåðæåíü â ýòîì ñëàáî èçîãíóòîì ñîñòîÿíèè¿. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè

èçãèáå ïîñòîÿííîé ñèëîé âî âñåõ òî÷êàõ ëþáîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîèñõîäèò àê-

òèâíîå íàãðóæåíèå, Ýíãåññåð ïðèøåë ê ïîíÿòèþ êàñàòåëüíî-ìîäóëüíîé ñèëû [7].
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ßñèíñêèé óêàçàë, ÷òî ïðè èçãèáå âî âíåøíèõ âîëîêíàõ ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò ðàçãðóç-

êà, è ïîýòîìó â ôîðìóëå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü ìíîæèòåëü,

ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ è ìîäóëÿ Þíãà [8].

Â ñëåäóþùåé ðàáîòå Ýíãåññåð äàåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ óòî÷íåííîãî, ¾ ðåäóöè-

ðîâàííîãî ìîäóëÿ ¿ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ [9].

Äàëüíåéøåå, ñóùåñòâåííîå, ðàçâèòèå òåîðèè ïðîäîëüíîãî èçãèáà ñîäåðæèòñÿ â ðà-

áîòàõ Êàðìàíà [10, 11]. Êàðìàí âïåðâûå ïîñòàâèë çàäà÷ó î ïðîäîëüíîì èçãèáå ñòåðæíÿ

ñ íà÷àëüíûìè íåïðàâèëüíîñòÿìè � ýêñöåíòðèñèòåò ïðèëîæåíèÿ ñèëû èëè íà÷àëüíûé

ïðîãèá, ïðè÷åì ìàòåðèàë ñòåðæíÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó ìãíîâåííîãî íà-

ãðóæåíèÿ; ïîñòðîåíû êðèâûå ïðîãèá-íàãðóçêà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòå-

òà. Äàíà òàêæå ñòðîãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè (â ñìûñëå Ýéëåðà) ñòåðæíÿ

ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè è âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ðåäóöèðîâàííîãî ìîäóëÿ

äëÿ ñå÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè. Ïîñòàâëåííûå Êàðìàíîì ýêñïåðèìåíòû äî ñèõ

ïîð ÿâëÿþòñÿ îáðàçöîâûìè [11].

Âîïðîñ êàçàëñÿ èñ÷åðïàííûì, ïîêà â 1946 ã. íå ïîÿâèëèñü ðàáîòû Øýíëè, êîòîðûé

ïî-íîâîìó âçãëÿíóë íà ïðîáëåìó ïðîäîëüíîãî èçãèáà, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðåäìåòîì èñ-

ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûé øàðíèðíî îïåðòûé ñòåðæåíü è íàãðóçêà íåïðåðûâíî

âîçðàñòàåò. Â ýòîé ïîñòàíîâêå êàñàòåëüíî-ìîäóëüíàÿ íàãðóçêà, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì

áóäåì íàçûâàòü ñèëîé Øýíëè , ïðèîáðåòàåò ñìûñë ñèëû, ïðè êîòîðîé âïåðâûå èäåàëü-

íî ïðÿìîé ñòåðæåíü ïðèîáðåòàåò âîçìîæíîñòü èñêðèâèòüñÿ. Ñèëà ðåäóöèðîâàííîãî

ìîäóëÿ, ñèëà Êàðìàíà , èìååò ñìûñë íàãðóçêè, ïðè ñòðåìëåíèè ê êîòîðîé ïðîãèá ëèáî

ñêîðîñòü ïðîãèáà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (èíòåíñèâíî âîçðàñòàþò) [12, 13].

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçëè÷íûõ ïî-

ñòàíîâêàõ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âëèÿíèÿ èñòîðèè íàãðóæåíèÿ íà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé

ïðîöåññ, ÷òî èññëåäîâàíî Ã.Â. Èâàíîâûì [14].

Ñëåäóåò îòìåòèòü ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû Äþáåðãà è Óàéëäåðà, À.À. Èëüþøèíà è

Â.Ã. Çóá÷àíèíîâà [15-17]: ñòåðæåíü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò íåêîòîðîé êîíñòðóê-

öèè, ñî ñòîðîíû êîòîðîé íà ïîñëåäíèé âî âðåìÿ íà÷àëà èçãèáà ïåðåäàåòñÿ âîçðàñòàþ-

ùàÿ èëè óáûâàþùàÿ íàãðóçêà. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïåðâîíà÷àëüíî ïðÿìîé ñòåðæåíü ìîæåò

íåñòè íàãðóçêó, á�îëüøóþ êàðìàíîâîé.

Òàê êàê ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ, åñëè îòêàçàòüñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèõ ìîäå-

ëåé (ìîäåëü Øýíëè ëèáî äâóòàâð), ñâÿçàíî ñ ïðèíöèïèàëüíûìè òðóäíîñòÿìè âñëåäñòâèå

íåîáõîäèìîñòè ó÷¼òà èñòîðèè íàãðóæåíèÿ â êàæäîé òî÷êå, òî åñòåñòâåííî, ÷òî íàðÿäó

ñ ðàáîòàìè êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà ðàçâèâàëèñü è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷

î ïðîäîëüíîì èçãèáå.

Âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïðåä-

ïðèíÿë Ò. Êàðìàí â öèòèðîâàííîé âûøå ðàáîòå [11].

Ê. Åæåêó óäàëîñü íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðîäîëüíîì èçãèáå ñòåðæíÿ èç

óïðóãî-èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà [18].

Ò.-Õ. Ëèí âïåðâûå ïðåäëîæèë øàãîâûé ìåòîä, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî ïðîöåññ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è óæå ìîã áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå àëãîðèòìà [19].

Ðàçâèòèå òåõíèêè â ïîñëåâîåííûé ïåðèîä ñòàâèëî èññëåäîâàòåëåé ïåðåä íåîáõîäèìî-

ñòüþ ó÷¼òà âëèÿíèÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð íà ïîâåäåíèå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Îäíèì
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èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ â óñëîâèÿõ ðàáîòû ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëçó÷åñòü .

Âïåðâûå çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè (êâàçèñòàòè÷åñêèé ïðîöåññ, ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåé-

íàÿ ïîñòàíîâêà) ñòåðæíÿ èç ëèíåéíî âÿçêî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà áûëà ïîñòàâëåíà è ðå-

øåíà À.Ð. Ðæàíèöûíûì [20]. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëîæåí êâàçèñòàòè÷åñêèé êðèòåðèé

(ïî ñóòè � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå) óñòîé÷èâîñòè è èññëåäîâàíû óðîâíè íàãðóçîê, ïðè

êîòîðûõ ñòåðæåíü ¾àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ¿, ò.å. ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì âðåìåíè

ïðîãèáû åãî îãðàíè÷åíû, è íåóñòîé÷èâ: ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè ïðîãèá ñòðåìèòñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè âðåìåíè, ò.å. ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå âðåìÿ .

Í. Õîôô èññëåäîâàë âûïó÷èâàíèå ñòåðæíåé èç íåëèíåéíî âÿçêîãî ìàòåðèàëà (óñòà-

íîâèâøàÿñÿ ïîëçó÷åñòü) [1]. Â ýòîì ñëó÷àå, ââèäó íåëèíåéíîñòè çàêîíà ïîëçó÷åñòè, ïðî-

âåñòè êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåâîçìîæíî, è àâòîð ïðåäëàãà-

åò èçó÷àòü ïîâåäåíèå äâóòàâðîâîé (äâóõïîëî÷íîé) ìîäåëè ñòåðæíÿ, ñ÷èòàÿ íà÷àëüíóþ

è âñå ïîñëåäóþùèå ôîðìû âûïó÷èâàíèÿ â âèäå ïîëóâîëíû ñèíóñîèäû, ïðè÷¼ì óðàâíå-

íèå ðàâíîâåñèÿ óäîâëåòâîðÿåòñÿ â ñðåäèííîì (ïî äëèíå ñòåðæíÿ) ñå÷åíèè. Ýòî � ìåòîä

êîëëîêàöèè, êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íûé èçó÷åíèþ ìîäåëè Øýíëè [13].

Ðåøàþùåå âëèÿíèå íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ âûïó÷èâàíèÿ

ñòåðæíåé èìåëè ðàáîòû Õîôôà [21], è Âåóáåêå [22]. Åñëè ðàññìîòðåòü ñòåðæåíü èç

óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, òî âñëåäñòâèå ðîñòà äåôîðìàöèé â òî÷êàõ ñòåðæíÿ,

óìåíüøàåòñÿ êàñàòåëüíûé ìîäóëü, ÷òî ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ ìãíîâåííîé æ¼ñòêîñòè íà

èçãèá ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ. Íàêîíåö, ìîæåò íàñòóïèòü òàêîé ìîìåíò âðåìå-

íè (ïðè îãðàíè÷åííîì ïðîãèáå), ÷òî ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà ñòàíåò ðàâíà êðèòè÷åñêîé

ìãíîâåííîé íàãðóçêå, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó çíà÷åíèþ æ¼ñòêîñòè. Â ýòîò ìîìåíò

ñêîðîñòü ïðîãèáà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è ñòåðæåíü òåðÿåò íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü .

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó Æè÷êîâñêîãî [23], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî åñëè èçó÷àòü êî-

íå÷íûå ïðîãèáû (ò.å. ðåøàòü çàäà÷ó â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå) óïðóãîãî

ñòåðæíÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, òî íèêàêèõ îñîáåííîñòåé íà êðèâîé ïðîãèá � âðåìÿ íå

íàáëþäàåòñÿ.

Â öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ îòìå÷àëàñü ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî âðå-

ìåíè îò íà÷àëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ. Ïîýòîìó, íàðÿäó ñ îòìå÷åííûìè ðàáîòàìè, ðàçâèâà-

ëèñü èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü ñîâåðøåííûå êîíñòðóêöèè è íà îñíîâå

òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé äåëàëèñü âûâîäû î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè íà÷àëüíîé ôîðìû

ðàâíîâåñèÿ.

Âïåðâûå ñòðîãèé ïîäõîä ê óñòîé÷èâîñòè èäåàëüíîãî ñòåðæíÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè

ïðîäåìîíñòðèðîâàí â ðàáîòå Þ.Í. Ðàáîòíîâà è Ñ.À. Øåñòåðèêîâà [24]. Ïðåäëîæåí-

íîå àâòîðàìè óñëîâèå ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè

À.Ì. Ëÿïóíîâà. Ñìûñë óïîìÿíóòîãî óñëîâèÿ â ñëåäóþùåì: åñëè íåêîòîðîå âîçìóùåíèå

äåéñòâóåò íà ñòåðæåíü äî ìîìåíòà íàêîïëåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè

ïîëçó÷åñòè, òî âîçíèêøèé ïðîãèá óáûâàåò; åñëè âîçìóùåíèå ïðèëîæåíî ïîñëå íàêîï-

ëåíèÿ óêàçàííîãî óðîâíÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, òî ñêîðîñòü ïðîãèáà âîçðàñòàåò �

ðàâíîâåñèå íåóñòîé÷èâî.

Îáçîðû ëèòåðàòóðû ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ ßñèíñêîãî [8], Êàðìàíà [10], Õîôôà [25,

26], À.Ñ. Âîëüìèðà [27]; â ðàáîòå Â.Ã. Çóá÷àíèíîâà ïðåäñòàâëåí îáøèðíûé îáçîð ëèòå-
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ðàòóðû ñ àíàëèçîì ðåçóëüòàòîâ öèòèðóåìûõ àâòîðîâ [28].

2. Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü Øýíëè. Ðàññìàòðèâàåì ñòåðæíåâóþ ìîäåëü

Øýíëè, ðèñ. 1, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé àáñîëþòíî æåñòêóþ ñòîéêó äëèíîþ L , îïèðàþ-

ùóþñÿ íà äâà îäèíàêîâûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíÿ äëèíîþ h (L � h) c ïëîùà-

äüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ F=2. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå òàêîé ìîäåëè ðàâíîñèëüíî

ðàññìîòðåíèþ äâóòàâðîâîé ìîäåëè â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà êîëëîêàöèè ïî ñðå-

äèííîìó ñå÷åíèþ [1].

Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ñòåðæíè 1 è 2 èçãîòîâëåíû èç óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ëè-

íåéíûì óïðî÷íåíèåì, ðèñ. 2.

Âñå ëèíåéíûå âåëè÷èíû îòíîñèì ê h=2; èíäåêñû 1 è 2 îáîçíà÷àþò âåëè÷èíû, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïåðâîìó è âòîðîìó ñòåðæíÿì; çà ïîëîæèòåëüíûå ïðèíÿòû ñæèìàþùèå

íàïðÿæåíèÿ, íàãðóçêè è äåôîðìàöèè ñæàòèÿ; E � ìîäóëü Þíãà, E t � êàñàòåëüíûé

ìîäóëü, ïðèíÿòûé ïîñòîÿííûì; � = P=F , ãäå F � ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ïîïåðå÷íûõ

ñå÷åíèé ñòåðæíåé.

Îáùàÿ äåôîðìàöèÿ åñòü ñóììà óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèé: " = "
y

+ "
ïë

.

Èç ðèñ. 2 ñëåäóåò

"
ïë

=
� � � �

E t
�

� � � �

E
=

E � E t

EE t
(� � � � ) ; "

ó

= �=E :

Ïîýòîìó äåôîðìàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå

" =
�
E

+
(� � � � )

�

�
� =

EE t

E � E t

�
: (2:1)

Ñêîðîñòü óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ñòåðæíÿõ 1 è 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

_" =
_� i

E
+ ki

_� i

�
(i = 1; 2) : (2:2)
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Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ k1 è k2 , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåðæíÿì, õàðàêòåðèçóþò ïðî-

öåññû íàãðóæåíèÿ, ëèáî ðàçãðóçêè:

ki =

8
<

:

0; j� i j < � � ;
1; j� i j > � � ; � i _� i > 0 � àêòèâíîå íàãðóæåíèå ;
0; j� i j > � � ; � i _� i < 0 � ðàçãðóçêà :

Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî ïàðàìåòðà, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå

ïðè èçó÷åíèè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ, íàïðèìåð, âîçðàñòàþùóþ íàãðóçêó. Ïðè ó÷åòå ýô-

ôåêòîâ ïîëçó÷åñòè òàêèì íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîå âðåìÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè è, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

(ðèñ. 1), óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé â ñòåðæíÿõ:

� 1 + � 2 = 2� ; � 1 � � 2 = 2�w
�
� = P=F; w = v=(h=2)

�
: (2:3)

Ïóñòü v1 è v2 � âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ êîíöåâûõ òî÷åê ñòåðæíåé 1 è 2 ñîîòâåò-

ñòâåííî; v � îòêëîíåíèå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñæèìàþùåé ñèëû. Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà

óãëîâ îòêëîíåíèÿ (ðèñ. 2.1), èìååì:

(v1 � v2)=h = ( v � v0)=L ) "1 � "2 = w ( = h=2L) : (2:4)

Ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ïðîäîëüíîé ñèëû âû÷èñëÿåì ýéëåðîâó íàãðóçêó äëÿ äàí-

íîé ìîäåëè â óïðóãîé ñòàäèè:

(2:3) ) � 1 = � (1 + w) ; � 2 = � (1 � w) ;

(2:4) ) � 1=E � � 2=E = w ) (� 1 � � 2)=E = w )

) 2�w=E = w ) (2�=E �  )w = 0 : (2:5)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå w 6= 0 âîçìîæíî, åñëè

2�=E �  = 0 ) �
ý

) E= 2 = Eh=4L : (2:6)

Ôîðìóëà (2.6) äàåò çíà÷åíèå ýéëåðîâà íàïðÿæåíèÿ. Äàëåå, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ

îòíåñåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýéëåðîâûì çíà÷åíèÿì. Òîãäà áåçðàçìåðíîå ýéëåðîâî íà-

ïðÿæåíèå �
ý

= 1 .

Óðàâíåíèÿ (2.3) è (2.4) ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëüíîìó ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùåìó ïàðàìåòðó, õàðàêòåðèçóþùåìó âíåøíþþ íàãðóçêó:

_� 1 = _� (1 + w) + � _w ; _� 2 = _� (1 � w) � � _w ; _"1 � _"2 =  _w : (2:7)

Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé (2.7) âûðàæåíèÿ (2.2), ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå:

_�w
�

1 + ( k1 + k2)
E
2�

�
+ _� (k1 � k2)

E
2�

= _w
�


E
2

� �
�

1 +
E
2�

(k1 + k2)
��

;
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ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè êîòîðîãî ðàçäåëèì íà ýéëåðîâî íàïðÿæåíèå E= 2 = �
ý

è çàïèøåì

óðàâíåíèå ïðîäîëüíîãî èçãèáà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè Øýíëè:

_�w (1 + � (k1 + k2)) + _�� (k1 � k2) = _wf 1 � � (1 + � (k1 + k2))g : (2:8)

Çäåñü íàïðÿæåíèå � � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, � = E=2� = (1 � � t )=2� t , � t = E t=E �

áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå ïî êàñàòåëüíîìó ìîäóëþ � íàïðÿæåíèå Øýíëè.

Ïðè ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ íàãðóçêàõ ôèãóðíàÿ ñêîáêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(2.8) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé, èìåþùåé ïðè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ

âèä:

1 � �
�

1 +
1 � � t

2� t

�
� 0 (k1 = 1; k2 = 0) ; (2:9)

1 � �
�

1 +
1 � � t

� t

�
� 0 (k1 = 1; k2 = 0) ; (2:10)

ïðè÷åì (2.9) ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè

� =
2E t

E + E t
= � k � íàïðÿæåíèå Êàðìàíà,

à (2.10) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè � = � t .

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëüíàÿ íåïðàâèëüíîñòü w0 > 0. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî sgn w = sgn w0 .

Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êîððåêòíà , åñëè ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2.8) èìååò õàðàêòåð: w > 0, _w > 0 [29].

Ðàññìîòðèì, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.8), ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè.

1) Ïðîäîëüíûé èçãèá óïðóãîãî ñòåðæíÿ â óñëîâèÿõ ïðîäîëæàþùåãîñÿ íàãðóæåíèÿ

( _� > 0, k1 = k2 = 0 ):

(2:8) ) _�w = _w(1 � � ) ; w = w0 ïðè � = 0 w = w0=(1 � � ) ; (2:11)

îòñþäà: lim
� ! 1

w = , ò.å. ýéëåðîâà ñèëà òàêîâà, ÷òî, ïðè ñòðåìëåíèè P ! P
ý

, ïðîãèá

ñòðåìèòñÿ ê ¾áåñêîíå÷íî áîëüøîìó¿ çíà÷åíèþ � èíòåíñèâíî âîçðàñòàåò.

Åñëè w0 = 0 , òî îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðîãèá âîçìîæåí ëèøü ïðè � = 1 (íàðÿäó ñ

òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì).

Òàêèì îáðàçîì, áèôóðêàöèÿ â ñìûñëå Ýéëåðà âîçìîæíà ïðè íàãðóçêå, ðàâíîé ýéëå-

ðîâîé, êàê ïðè ïîñòîÿííîì, òàê è ïðè ïðîäîëæàþùåìñÿ íàãðóæåíèè.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� � < � t = E t=E : (2:12)

2) Ïîñòàíîâêà Êàðìàíà. Ïóñòü â ïðîöåññå âîçðàñòàíèÿ íàãðóçêè ïðèíèìàþòñÿ ìåðû

ïî ïðåäîòâðàùåíèþ âîçìîæíîñòè âûïó÷èâàíèÿ [30, 31]. Èùåì òàêóþ ïîñòîÿííóþ ñè-

ëó, ïðè êîòîðîé íàðÿäó ñ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì âîçìîæåí ïåðåõîä ê íåòðèâèàëüíîé

ôîðìå ðàâíîâåñèÿ: _w > 0.
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Òàê êàê ñòåðæåíü 1 âñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ, òî

k1 = 1 . Èìååì èç (2.8) ( � = � 0; _� = 0 ):

_w
�
1 � � 0(1 + � (1 + k2))

�
; w0 = 0 : (2:13)

Åñëè èñêîìàÿ ïîñòîÿííàÿ ñèëà ñóùåñòâóåò, òî â ìîìåíò ïåðåõîäà ê ñîñåäíåé ðàâíî-

âåñíîé ôîðìå èìååì:

� 2 > 0; _� 2 = � � 0 _w < 0 ) � 2 _� 2 < 0 ) k2 = 0 :

Ïîýòîìó

(2:8) ) 1 � � 0(1 + � ) = 0 ) � 0 = 2E t=(E + E t ) = � k : (2:13)

Íàçîâåì ýòî áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå (áåçðàçìåðíóþ íàãðóçêó) ê�àðìàíîâûì íàïðÿ-

æåíèåì ( ê�àðìàíîâîé íàãðóçêîé ).

Èòàê, â ñëó÷àå óïðóãîãî ñòåðæíÿ (ïðè _� = 0 è _� > 0) è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî (ïðè

_� = 0 ) îñóùåñòâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ â ñìûñëå Ýéëåðà ïðè � = �
ý

= 1 è � = � k < 1
ñîîòâåòñòâåííî.

Èìååì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè ïî Ýéëåðó, Êàðìàíó è Øýíëè:

� t < � k < 1 (8E t < E ) (2:14)

3) Ïîñòàíîâêà Øýíëè. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå èäåàëüíîãî ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì âîç-

ðàñòàþùåé íàãðóçêè: _� > 0.

Ïóñòü � i > � � è â îáîèõ ñòåðæíÿõ ïðîèñõîäèò íàãðóæåíèå: ki = 1 , i = 1; 2. Ïîýòîìó

(2:8) )
�

_�w (1 + 2� ) = _w
�
1 � � (1 + 2� )

�
;

w = 0 ïðè � = � � :
(2:15)

Çàäà÷à (2.15) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå äî òåõ ïîð ïîêà 1 � � (1 + 2� ) 6= 0 , ò.å.

� < E t=E = � t .

Âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåòðèâèàëüíîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ìîãëà áû îñóùåñòâèòüñÿ

òîëüêî ïðè � = � t . Îäíàêî áèôóðêàöèè â ñìûñëå Ýéëåðà íå ïðîèçîéäåò, ïîòîìó ÷òî â

ìîìåíò ïåðåõîäà ê ñîñåäíåé ôîðìå ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèå (2.15) òåðÿåò ñèëó, èáî k2 = 0 ,

âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ çíàêà ñêîðîñòè äåôîðìàöèè âî âòîðîì ñòåðæíå (âòîðîé ñòåðæåíü

ïðè ïîÿâëåíèè èçãèáà íåèçáåæíî ïîäâåðãàåòñÿ ðàñòÿæåíèþ):

_"2 =
_� 2

E
+

_� 2

�
< 0 ) _� 2 < 0 ) � 2 _� 2 < 0:

Ñëåäîâàòåëüíî, âî âòîðîì ñòåðæíå ðåàëèçóåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàçãðóçêè .

Åñëè ïðè � � � t íà÷íåòñÿ ïðîäîëüíûé èçãèá, òî ïðîöåññ áóäåò îïèñûâàòüñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è: �
_�w (1 + � ) + � _� = _w(1 � � (1 + � )) ;
w = 0 ïðè � = � t :

(2:16)

Îòñþäà ïîëó÷èì

w = �
� � � t

1 � � (1 + � )
:
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Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ìàòåðèàë àáñîëþòíî óïðóã ïðè ðàñòÿæåíèè, ïîëó÷èì ðåçóëüòàò Øýí-

ëè�Ðàáîòíîâà [13, 30, 31]: w ! 1 ïðè � ! � k , ðèñ. 3.3.

Ðèñ. 3.

Ïðè ðàññìîòðåíèè îáû÷íîé ñõåìû � � " (áåç ó÷åòà ýôôåêòà Áàóøèíãåðà) ðåøåíèå

çàäà÷è (2.16) îïèñûâàåò ïðîöåññ ïðîäîëüíîãî èçãèáà äî òåõ ïîð, ïîêà � 2 = � (1 � w) >
� � � , ïîñëå ÷åãî èìååì:

j� 2j > � � ; � 2 < 0; _� 2 < 0 ) � 2 _� 2 > 0 è k1 = 1 :

Èçãèá îïèñûâàëñÿ áû óðàâíåíèåì (2.15), â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ìíîæèòåëü _w ïðè

ïðèíÿë áû îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå:

1 � � (1 + 2� ) < 0; òàê êàê � > � t :

Ïðè ýòîì _w < 0 è êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà òåðÿåò êîððåêòíîñòü . Â ðàáîòå [32]

ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè.

Èòàê, êâàçèñòàòè÷åñêèé ïðîäîëüíûé èçãèá çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè � � � k ñ êîíå÷íîé

ñêîðîñòüþ è êîíå÷íûì ïðîãèáîì, ðèñ. 4.

Ðèñ. 4.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ ïðîãèáàõ w0 � 0; 1 íàïðÿæåíèå ~� , ïðè

êîòîðîì

� 2 = � (1 � w) = � � �
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óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì [29]:

� t < ~� < � k : (2:17)

Íåðàâåíñòâà (2.17) ñóùåñòâåííû äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ íåêîòî-

ðûõ âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíà â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1

w0 � � � t � k ~� W

0,05 0,566

0,1 0,4 0,45 0,617 0,552 1,89

0,15 0,537

0,05 0,7

0,1 0,5 0,6 0,75 0,68 1,835

0,15 0,664

Îòìåòèì, ÷òî ó÷åò ýôôåêòà Áàóøèíãåðà ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â õàðàêòåð ïðî-

öåññà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ïðîäîëüíîãî èçãèáà íå âíîñèò [32].

3. Ìîäåëü Øýíëè â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè. Ïðè èçó÷åíèè âûïó÷èâàíèÿ ñòåðæ-

íåé ïðè ïîëçó÷åñòè çà êðèòåðèé ¾ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè¿ (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå) îáû÷íî

ïðèíèìàåòñÿ êàêàÿ-òî õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü êðèâîé ¾ïðîãèá�âðåìÿ¿. Íàïðèìåð, îá-

ðàùåíèå ïðîãèáà â áåñêîíå÷íîñòü ïðè êîíå÷íîì âðåìåíè [1], òî÷êà ìèíèìóìà [2], òî÷êà

ïåðåãèáà [33, 34], îáðàùåíèå ñêîðîñòè ïðîãèáà â áåñêîíå÷íîñòü (ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè

âðåìåíè) [35, 36].

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå âûÿñíèì êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïðîöåññîâ âûïó÷èâàíèÿ â

çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ íàãðóçêè [29].

Ïðèìåì çà îñíîâó ñòåïåííîé çàêîí óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ñ íå÷åòíûì ïîêàçà-

òåëåì ñòåïåíè (äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê). Òîãäà ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â ñòåðæåíüêàõ

ìîäåëè Øýíëè âûðàçÿòñÿ çàâèñèìîñòÿìè:

_" i =
_� i

E
+

_� i

�
+

� � i

�

� n
: (2:18)

Çäåñü � � ïîñòîÿííàÿ ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà, n � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî, ëèáî îòíîøåíèå

äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë.

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ, âûâîä êîòîðîãî àíàëîãè÷åí âûâîäó óðàâíåíèÿ (2.8), ïîëó÷à-

åòñÿ â âèäå:

_�w
�
1 + � (k1 + k2)

�
+ _�� (k1 � k2)+

+  � 1

�
E
�

� n

� n f (1 + w)n � (1 � w)ng = _wf 1 � �
�
1 + � (k1 + k2)

�
g : (2:19)

Èññëåäóåì ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è: ñòåðæåíü ìãíîâåííî (ðàçóìååòñÿ, êâàçèñòà-

òè÷åñêè) íàãðóæàåòñÿ äî óðîâíÿ � = � 0 = const; âûÿñíèì âëèÿíèå âåëè÷èíû � 0 íà

õàðàêòåð âûïó÷èâàíèÿ.
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Íàãðóæàåì ñòåðæåíü ñèëîé � 0 = � t . Òàê êàê ïðè ýòîì j� 2j < � � (ñì. íåðàâåíñòâî

(2.17)), òî k2 = 0 . Èç (2.19) èìååì

8
><

>:

 � 1

�
E
�

� n

� n
0 f (1 + w)n � (1 � w)ng = _wf 1 � � 0

�
1 + �

�
g

w = w(� ) j � 0= � t ïðè t = 0 :

(2:20)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçíà÷àëüíî ñòåðæåíü èìåë íåêîòîðûé ïðîãèá w0 è âåëè÷èíó ïðî-

ãèáà w(� )
âû÷èñëèëè, ðåøàÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðè � ! � t .

Óðàâíåíèå (2.20) ñîõðàíÿåò ñèëó äî äîñòèæåíèÿ ïðîãèáîì âåëè÷èíû w�
(ñì. òàáë. 1),

ïðè êîòîðîé

� 2 = � t (1 � w� ) = � � � :

Âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ýòîãî ïðîãèáà â ñèëó (2.20):

t �
1 =  [1 � � t (1 + � )]

�
�

E� t

� n w �Z

w ( � )

dw
(1 + w)n � (1 � w)n

:

Ïðè w > w �
èìååì k1 = 1 , j� 2j > � � , _� 2 = � � t _w < 0 è òàê êàê � 2 _� 2 < 0, k2 = 1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, k1 = k2 = 1 è ïîýòîìó â óðàâíåíèè âûïó÷èâàíèÿ ìíîæèòåëü ïðè _w â

ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü, â ðåçóëüòàòå, èìååì:

_w(t �
1) = 1 :

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò â ñìûñëå Õîôôà�Âåóáåêå [21, 22, 35, 36] (ñì. ðèñ. 5),

ïðîãèá êîíå÷åí, ñêîðîñòü ïðîãèáà áåñêîíå÷íà ïðè t = t �
1 .

Ðèñ. 5.

Áóäåì íàãðóæàòü ¾ìãíîâåííî¿ ñòåðæåíü íàãðóçêîé ðàâíîé � 0 = � t + �� , ãäå �� �

ïîëîæèòåëüíàÿ ëèáî îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà j�� j � � t .

1). Ïóñòü �� < 0. Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.20) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

w = w(�� ) j � 0<� t ïðè t = 0 :
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Òàê æå, êàê è âûøå, óðàâíåíèå (2.20) ñîõðàíÿåò ñèëó äî îïðåäåëåííîãî ïðîãèáà

w�� (t �
2) , ïðè êîòîðîì âî âòîðîì ñòåðæíå äîñòèãàåòñÿ ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè

� 2 = � � � . Â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âûïó÷èâàíèÿ èìååò âèä:

8
><

>:

 � 1

�
E
�

� 0

� n

f (1 + w)n � (1 � w)ng = _w [1 � � 0(1 + 2� )] ;

w = w(�� ) j � 0= � t ïðè t = t �
2 :

(2:21)

Òàê êàê â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñïðàâà âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ, êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïî-

ñòàíîâêà ñîõðàíÿåò êîððåêòíîñòü ïðè ëþáîé âåëè÷èíå ïðîãèáà: _w > 0.

Èç (2.21) èìååì:

t =

� n

0

�
�
E

� n �
[1 � � 0(1 + � )]

w ��Z

w ( �� )

dw
(1 + w)n � (1 � w)n

+

+ [1 � � 0(1 + 2� )]

wZ

w ��

dz
(1 + z)n � (1 � z)n

o
:

Ïðè w ! è n > 1 íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (âòîðîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ)

ñõîäèòñÿ è ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ñìûñëå äîñòèæåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî

ïðîãèáà çà êîíå÷íîå âðåìÿ, t �
� êðèòè÷åñêîå âðåìÿ , ñì. ðèñ. 6.

Ðèñ. 6.

2). Ïðè �� > 0 èìååì óðàâíåíèå (2.20), ãäå � 0 > � t . Íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñëóæèò

ìãíîâåííûé ïðîãèá w��� , ñîîòâåòñòâóþùèé � 0 . Ïðè w = w���
èìååì � 2 = � � � . Äîñòè-

æåíèå ýòîãî ïðîãèáà ïðîèçîéäåò çà âðåìÿ

t �
3 =


� n

0

�
�
E

� n

[1 � � 0(1 + � )]

w ���Z

w���

dw
(1 + w)n � (1 � w)n

:
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Òàê êàê ïðè w > w ���
, èìååì j� 2j > � � , òî k2 = 1 è âûïó÷èâàíèå îïèñûâàëîñü áû

óðàâíåíèåì (2.21), ïðè÷åì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñïðàâà (ìíîæèòåëü ïðè _w ) ñòîÿëà áû

îòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà

1 � � 0(1 + 2� ) < 0:

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè âðåìåíè t > t �
3 êâàçèñòàòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ñòàíîâèòñÿ íåêîð-

ðåêòíûì . Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî (ñì. ðèñ. 7)

0 < _w(t �
3 � 0) < 1 :

Ðèñ. 7.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ âûïó÷èâàíèÿ (êðèâàÿ w � t ) ïðè � 0 = � t íåóñòîé÷èâ â òîì

ñìûñëå, ÷òî ïðè ëþáîì èçìåíåíèè ìãíîâåííî ïðèëîæåííîé íàãðóçêè õàðàêòåð âûïó÷è-

âàíèÿ ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Õîôô Í. Ïðîäîëüíûé èçãèá è óñòîé÷èâîñòü / Ì: ÈË, 1956. � 156 ñ.

2. Rab otnov Ju.N. The theory of creep and its applications // Plasticity. � N.-Y.: Pergamon

press, 1960. � 612 ñ.

3. Ìàêàðîâ Á.Ï. Î ïîâåäåíèè ñæàòî-èçîãíóòûõ ñòåðæíåé â ïëàñòè÷åñêîé ñòàäèè // Ñòðî-

èòåëüíàÿ ìåõàíèêà è ðàñ÷¼ò ñîîðóæåíèé. -� 1965. � •5. � C.35-37.

4. Ýéëåð Ë. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ êðèâûõ ëèíèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ìàêñèìóìà ëèáî

ìèíèìóìà / Ì.-Ë.: ÃÒÒÈ, 1934. � 600 ñ.

5. Ëàãðàíæ Æ. Çàäà÷à Ëàãðàíæà î íàèâûãîäíåéøåì î÷åðòàíèè êîëîííû // Íèêîëàè Å.Ë.

Òðóäû ïî ìåõàíèêå / Ì.: ÃÒÈ, 1955. � 584 ñ.

6. Êèðõãîô Ã. Ìåõàíèêà. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå / Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1962. �

402 ñ.

7. Engesser F.

�

Ub er Knickfestigkeit gerader St�ab e // Zeitschrift der Architect und Ingenieur

Vereinigung zu Hannover. � 1889. � B.35. � S.455.

8. Jasinski F. Zu den Knickfragen // Schweiz. Bauzeitung. � 1895. � B.26;24 (ñì. ßñèíñêèé

Ô.Ñ. Èçáðàííûå òðóäû / Ì.: ÃÒÈ, 1952. � 428 ñ.).

9. Engesser F.

�

Ub er Knickfestigkeit // Schweiz. Bauzeitung. � 1895. � B.26; 24.

10. K�arm�an Th., von Die Knickfestigkeit gerader St �ub e // Physikalische Zeitschrift. � 1908. � B.8,

S.136 (ñì. K�arm�an Th., von Collected Works. Vol. 1: 1902-1913 / London: Butter Worths

Scienti�c Publications, 1956. � 531 ñ.).



124 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34

11. K�arm�an Th., von Untersuchungen �ub er Knickfestigkeit // Mitteilungen �ub er Forschungsarb eiten,

herausgegeb en vom Verein Deutscher Ingenieure. � 1910. � B.81 (ñì. Collected Works of Th.

von K�arm�an. Vol. 1).

12. Shanley F. The column paradox // Journal of the aeronautical Sciencis (JAS). � 1946. � 13;

•12. � P.678.

13. Shanley F. Inelastic column theory // JAS. � 1947. � 14; •5. � P.261-267.

14. Èâàíîâ Ã.Â. Îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ïðè íåóïðóãèõ äåôîðìàöèÿõ // ÏÌÒÔ. �

1961. � •1. � C.47-56.

15. Äþáåðã Äæ., Óàéëäåð Ò. Ïîâåäåíèå êîëîííû â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé // Ñá.

ïåðåâîäîâ Ìåõàíèêà. � 1951. � •5. � Ñ.67-72.

16. Èëüþøèí À.À. Îá óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè, âêëþ÷àþùåé ñòåðæ-

íåâûå ýëåìåíòû // Èíæ. ñáîðíèê. � 1960. � XXVI I. � Ñ.87-90.

17. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã. Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé êàê ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé // Èíæ. ñáîðíèê. �

1960. � XXVI I. � Ñ.101-113.

18. Je�zek K. Die Tragf�ahigkeit des exzentrisch b eanspruchten und des querb elasteten Druckstab es

aus einem ideal plastischen Stahl // Sitzungsb erichte der Academie der Wissenshaften in

Wien. � Abteilung I Ia. � 1934. � B.143; 7. � S.339-366.

19. Ëèí Ò.-Õ. Âûïó÷èâàíèå íåóïðóãîé êîëîííû // Ñá. Ìåõàíèêà. � 1951, •5 � Ñ. 61-83.

20. Ðæàíèöûí À.Ð. Ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé èç óïðóãî-âÿçêèõ ýëåìåíòîâ //

ÄÀÍ ÑÑÑÐ. � 1946. � LI I; •1. � Ñ.25-27.

21. Ho� N.J. Creep Buckling // The Aeronautical Quarterly. � 1956. � 7; •2. � P.1-20.

22. Veub eke F. Creep Buckling // Chapter 13 in Temp erature e�ects in Aircraft Structures /

N.-Y.: Pergamon Press, 1958. � 420 ñ.

23.

�

Zyczkowsky M. Creep Buckling // in Creep in Structures / N.-Y.: Academic Press; Springer,

1962. � 375 ñ.

24. Ðàáîòíîâ Þ.Í., Øåñòåðèêîâ Ñ.À. Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé è ïëàñòèíîê â óñëîâèÿõ ïîë-

çó÷åñòè // ÏÌÌ. � 1957. � 21; •3. � Ñ.406-412.

25. Õîôô Í. Âûïó÷èâàíèå ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ // Ñá. Ìåõàíèêà. � 1958. � •5. �

Ñ.63-100.

26. Õîôô Í. Îáçîð òåîðèé âûïó÷èâàíèÿ ïðè ïîëçó÷åñòè // Ñá. Ìåõàíèêà. � 1960. � •1. �

Ñ.63-96.

27. Âîëüìèð À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ñèñòåì / Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963. � 880 ñ.

28. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã. Óñòîé÷èâîñòü / Ó÷åáíîå ïîñîáèå. ×àñòü 1 / Òâåðü: Òâ. ïîëèòåõí. èí-ò,

1995.� 200 ñ.

29. Âàíüêî Â.È. Î êðèòåðèÿõ âûïó÷èâàíèÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè // ÏÌÒÔ. � 1965. � •2. �

Ñ.127-130.

30. Ðàáîòíîâ Þ.Í. Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ / Ì.: Ôèçìàòãèç, 1962. � 456 ñ.

31. Ðàáîòíîâ Þ.Í. Î ðàâíîâåñèè ñæàòûõ ñòåðæíåé çà ïðåäåëîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè //

Èíæ. ñáîðíèê. � 1952. � XI. � Ñ.123-126.

32. Ïàíîâêî ß.Ã. Î êðèòè÷åñêîé ñèëå ñæàòîãî ñòåðæíÿ çà ïðåäåëîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè //

Èíæ. ñá. � 1954. � XX. � Ñ.160-163.

33. Øåñòåðèêîâ Ñ.À. Î êðèòåðèÿõ óñòîé÷èâîñòè ïðè ïîëçó÷åñòè // ÏÌÌ. � 1959. � 23;6. �

Ñ.1101-1106.

34. Êóðøèí Ë.Ì. Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè // ÏÌÒÔ. � 1961, � •6. �

Ñ.128-135.

35. Õîôô. Í. Ïðîäîëüíûé èçãèá ïðè ïîëçó÷åñòè // Ñá. ïåð. Ìåõàíèêà. � Ì.: ÈË, 1956, •6. �

Ñ.118-134.

36. Äå Âåóáåêå Ô. Âûïó÷èâàíèå ïðè ïîëçó÷åñòè // Ñá. Âëèÿíèå âûñîêèõ òåìïåðàòóð íà

àâèàêîíñòðóêöèè. � Ì.: Îáîðîíãèç. � 416 ñ.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 125

LONGITUDINAL BEND AND SWELLING.

Part I: SHANLEY MODEL

V.I. Vanko

Bauman MSÒU

2d Bauman St., 5, Moscow, 105005, Russia, e-mail: vvanko@mail.ru

Abstract. Some problems of the ro d theory in frameworks of approaches prop osed by Engesser,

Jasinski, K�arm�an, Shanley, Rab otnov, Ilyushin et al It is studied the evolution of su�ciently short

ro ds (quasistatic pro cess) at the elastic-plastic stadium is under consideration and the creep prop erty

of its material is taken into account.

Key words: ro d mo del, longitudinal force, stressing, critic values, correctness, quasistatic

statement.
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷-

íîé âåêòîðíîé ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì ñ ïàðíûì îáìåííûì âçà-

èìîäåéñòâèåì ñ ñóììèðóåìûì îáìåííûì èíòåãðàëîì. Ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå, ìèíèìè-

çèðóþùåå ýíåðãèþ, ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ îáìåííîãî èíòåãðàëà òàêîâî, ÷òî åãî ôóðüå-

îáðàç ñîñðåäîòî÷åí íå áîëåå ÷åì â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó òî÷êàõ k -ïðîñòðàíñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíàÿ ìîäåëü, ãàìèëüòîíèàí, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå.

Ââåäåíèå. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â [1].

Îáúåêòîì ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè ìàãíåòèçìà (ñì. [2])

� îïèñàíèå êëàññà âåêòîðíûõ ïîëåé, ðåàëèçóþùèõ ìèíèìóì ôèêñèðîâàííîãî ìàãíèò-

íîãî ãàìèëüòîíèàíà. Êàê è â ðàáîòå [1], ýòó çàäà÷ó ìû áóäåì èçó÷àòü â ðàìêàõ òàê íà-

çûâàåìîé âåêòîðíîé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè êëàñ-

ñè÷åñêèõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì áåç ó÷åòà â íåé âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ [3]. Â îòëè÷èå

îò óêàçàííîé ðàáîòû, ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáìåííûé èíòåãðàë, îïèñûâàþùèé

âçàèìîäåéñòâèå ïàð ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ â óçëàõ ðåøåòêè, îáëàäàåò ôóðüå-îáðàçîì,

ìèíèìóì êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ íà òàêîì ìíîæåñòâå K ïàð, âçàèìíî-ïðîòèâîïîëîæíûõ

ïî çíàêó âîëíîâûõ âåêòîðîâ, êîòîðîå ñîäåðæèò áîëåå îäíîé ïàðû. Ïðè ýòîì ïàðíûé

îáìåííûé èíòåãðàë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðóåìûì íà ðåøåòêå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî êëàññ

ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðåøåòêå, ìèíèìèçèðóþùèõ ýíåðãèþ, ÿâëÿåòñÿ, ïî

ñóòè, òåì æå ñàìûì, ÷òî è â ñëó÷àå, êîãäà óêàçàííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîé ïàðû,

à èìåííî ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñïèðàëåîáðàçíûå ñòðóêòóðû.

1. Âåêòîðíàÿ ðåøåòî÷íàÿ ìîäåëü. Ðàññìîòðèì ìîäåëü áåñêîíå÷íîé èäåàëüíîé

êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè â âèäå äèñêðåòíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîæåñòâà � â Rd
, d =

1; 2; 3. Äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåòêà îáëàäàåò ïðîñòîé ýëåìåíòàðíîé êðè-

ñòàëëè÷åñêîé ÿ÷åéêîé è, áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó,

òî åñòü åå ïîñòîÿííûå âåêòîðû ðåøåòêè e1 , e2 , e3 ( d = 3 ) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è èìå-

þò îäèíàêîâóþ äëèíó, êîòîðóþ, îïÿòü æå äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ñ÷èòàòü åäèíè÷íîé è

ôèçè÷åñêè áåçðàçìåðíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî � = Zd
,

Zd =
n

x : x =
dX

i =1

ni ei ; ni 2 Z ; i = 1; 2; 3
o

: (1)
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Çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî îòñ÷åòà 0 ñîâìåùåíî ëèáî ñ îäíèì èç óçëîâ � , ëèáî c

öåíòðîì ÿ÷åéêè.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì � N êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç � , îïðåäåëÿåìîå êàê

� N =
n

x =
dX

i =1

ni ei : ni = � L=2 + k; k = 0 � L; i = 1 � d
o

;

ãäå N = ( L +1) d
è L 2 N. Ýòî ìíîæåñòâî ñëóæèò ìîäåëüþ êîíå÷íîãî îáðàçöà êðèñòàëëà

ñ ïðîñòîé ýëåìåíòàðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ÿ÷åéêîé, ãäå ÷èñëî L � ÿâëÿåòñÿ åãî ðàçìå-

ðîì. Åñëè L íå÷åòíî, òî íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàåòñÿ â öåíòð òÿæåñòè ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè, åñëè æå L ÷åòíî, òî � â óçåë ðåøåòêè.

Îáîçíà÷èì, äàëåå, ïîñðåäñòâîì M d êëàññ âñåõ âåêòîðíûõ (ïñåâäîâåêòîðíûõ) ïîëåé

hsi (x) : x 2 Rd; i = 1; 2; 3; sj (x)sj (x) = s2i . Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ âåêòîðíîìó èíäåêñó j
çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3. Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò

ðàçìåðíîñòè d ðåøåòêè, ïîëå âñåãäà ïîëàãàåòñÿ òðåõìåðíûì. Ïîýòîìó, äàëåå, âî âñåõ

âûðàæåíèÿõ, â êîòîðûõ âåêòîðíûé èíäåêñ íå ïîâòîðÿåòñÿ, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí ïðèíèìà-

åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, à åñëè âåêòîðíûé èíäåêñ ó ïîëÿ íå óêàçûâàåòñÿ, òî îíî âûäåëÿåòñÿ

æèðíûì øðèôòîì êàê è óçëû ðåøåòêè.

1 )

Ïóñòü êàæäîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîëÿ hsi (x); x 2 � N i ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå ãàìèëü-

òîíèàíà

HN [s] =
1
2

X

hx 1 ;x 2 i2 � 2
N

I (x1 � x2)si (x1)si (x2) (2)

� ýíåðãèè ïîëÿ s(x) â êðèñòàëëå � N . Ðåøåòî÷íàÿ ñèñòåìà ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñ

ãàìèëüòîíèàíîì (2) íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé âåêòîðíîé ìîäåëüþ â îòñóò-

ñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çäåñü ôóíêöèÿ I (x) , çàäàííàÿ íà ðåøåòêå � , ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè I (x) = I (� x) è äîñòàòî÷íî áûñòðîé

ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïðè jx j ! 1 òàêîé, ÷òî

X

x 2 �

jI (x)j < 1 : (3)

Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèîííûé ïðèåì, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ââåäåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [1]. Ýòèì òåðìèíîì îáîçíà÷à-

åòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì HN ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì, îáîçíà-

÷àåìûì íàìè äàëåå H[�; � N ], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ïî mod � N

ïîëåé s íà � .

3. Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ðàìêàõ ìîäåëåé c ãàìèëüòî-

íèàíàìè âèäà (2) è ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó èç íèõ ïåðèîäè÷åñêèõ àíàëîãîâ H[�; � N ]
ïðåäñòàâëÿåò îñîáåííûé èíòåðåñ ðåøåíèå çàäà÷è îá îïèñàíèè òàêèõ ïîëåé hsi (x); x 2 � i ,

1

Íà ñàìîì äåëå, èç ïîëó÷åííîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû âûòåêàåò, ÷òî îí îñòàåòñÿ âåðíûì è

â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü âåêòîðà si ðàâíà äâóì. Îäíîìåðíûé æå ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé

òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè Èçèíãà, ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì è íà íåãî ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû íå

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.
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êîòîðûå ðåàëèçóþò ìèíèìóì äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ

hHN ; L 2 Ni . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî � N èùåòñÿ êëàññ BN ïîëåé hs(N )
i (x); x 2

� N i , (s(N )(x))2 = 1 , êîòîðûå ðåàëèçóþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà HN [�; � N ],

EN = min f HN [s(N ) ] ; x 2 � N g:

Ïîñëå ýòîãî èùåòñÿ êëàññ B ïîëåé hsi (x); x 2 � i , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷-

êàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hhs(N )
i (x); x 2 � N i ; N = ( L + 1) di ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó

L ! 1 . Òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì .

2

Âû÷èñëåíèå ïîëÿ s(N )
, êîòîðîå ðåàëèçóåò óñëîâíûé ìèíèìóì ãàìèëüòîíèàíà HN ïðè

âûïîëíåíèè ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé (s(N )(x))2 = 1 , x 2 � N ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì,

çàäà÷åé íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Îäíàêî, åå ðåøåíèå íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà

íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ èíîé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí â ðà-

áîòå [1]. Ýòîò ìåòîä â ñèëüíîé ñòåïåíè ïðèñïîñîáëåí ê ñïåöèôèêå ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è è, ïî-âèäèìîìó, íå äîïóñêàåò øèðîêîãî îáîáùåíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îïèñàíèè êëàññà ïîëåé, ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ôóíêöèîíàëîâ hHN ; L 2 Ni , íàìè ïðèìåíÿåòñÿ êîíå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

äëÿ ïîëåé íà � N , ïîäðîáíî ðàçîáðàííîå â ðàáîòå [1]. Ïîýòîìó ìû, ïðè ðåøåíèè çàäà-

÷è, áóäåì îáðàùàòüñÿ ñ ôîðìàëèçìîì êîíå÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áåç äåòàëüíûõ

ïîÿñíåíèé, îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê öèòèðóåìîé ðàáîòå.

4. Îïèñàíèå êëàññà BN . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I (0) = 0

â (2), òàê êàê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñëàãàåìûå

1
2

X

x

I (0)(s(N )(x))2 =
1
2

I (0)N , ïðîïîð-

öèîíàëüíûå I (0) , íå çàâèñÿò îò âèäà ïîëÿ s(N )(x) è ïîýòîìó ìîãóò íå ó÷èòûâàòüñÿ ïðè

âû÷èñëåíèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Êðîìå òîãî, ìû îïèøåì êëàññ B , ñîîòâåòñòâóþùèé

óêàçàííîìó âûøå ãàìèëüòîíèàíó H[�; � N ] ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ïðè ýòîì ïîëå, ìèíèìèçèðóþùåå ýíåðãèþ, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîðÿäîê

ïåðåõîäà ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó (ñì. íèæå) íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû N . Ïî

ýòîé ïðè÷èíå, ìû áóäåì äàëåå îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ N â îáîçíà÷åíèè ýòîãî ïîëÿ.

Îïðåäåëèì, íà îñíîâå êîíå÷íîãî Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ôóíêöèè

�I N (k) =
X

x 2 � N

I (x) exp (� i (k; x)) ; (4)

�sj (k) =
X

x 2 � N

sj (x)e� i (k ;x ) (5)

òàê, ÷òî èìåþò ìåñòî ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

I (x) =
1
N

X

k 2 �� N

�I N (k)ei (k ;x ) =
1
N

X

k 2 �� N

�I N (k)e� i (k ;x ) ; (6)

2

Ïîäðîáíåå îá ýòîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ñì. [1].
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sj (x) =
1
N

X

k 2 �� N

�sj (k)ei (k ;x ) =
1
N

X

k 2 �� N

�s�
j (k)e� i (k ;x ) ; (7)

âûïîëíÿþùèåñÿ âî âñåõ óçëàõ x 2 Zd
.

Èç óñëîâèÿ I (� x) = I (x) è îïðåäåëåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

�I (k) âåùåñòâåííà

è äëÿ íåå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

�I (� k) = �I (k) . Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó àáñî-

ëþòíîé ñóììèðóåìîñòè I (x) íà � (ñì. (3)), â ôîðìóëå (4) âîçìîæåí òåðìîäèíàìè÷åñêèé

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä � N ! � ïðè L ! 1 ,

�I (k) =
X

x 2 �

I (x) exp (� i (k; x)) ; (8)

à òàêæå, êàê ñëåäñòâèå, � òàêîé æå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ôîðìóëå (6), êîòîðûé ïðè-

âîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ

I (x) =
1

(2� )d

Z

k 2 ��

�I (k)ei (k ;x )dk ; (9)

ãäå

�� = ( � �; � ]d . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

�I (k) íåïðåðûâíà âíóòðè

�� è ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî

mo d

�� . Ñâîéñòâî àáñîëþòíîé ñóììèðóåìîñòè îáìåííîãî èíòåãðàëà I (x) ãàðàíòèðóåò

íåïðåðûâíîñòü

�I (k) íà ãðàíèöå îáëàñòè

�� .

Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

�I (k) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ âåêòîðîâ k , ñîñòàâëÿþùèõ ïðî-

ñòðàíñòâî Rd
, â êîòîðîì îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî mo d

�� . Â ñèëó ñâîéñòâà

�I (� k) =
�I (k) , åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â êàêîé-ëèáî òî÷êå k � 2 �� , òî îíà

îáÿçàíà èìåòü òàêîé æå ìèíèìóì â òî÷êå � k � .

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïèñàíèÿ êëàññà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé âåêòîðíîé ìîäåëè ìû

áóäåì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïîëàãàòü, â îòëè÷èå îò [1], ÷òî ìíîæåñòâî M ïàð òî÷åê

f k � ; � k � g âìåñòå ñ âîçìîæíîé òî÷êîé k � = 0 (äëÿ êîòîðîé íåò ïàðíîé), â êîòîðûõ

ôóíêöèÿ

�I (k) äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â

�� , íå ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíñòâåííîé

ïàðû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìèíèìóìå ïðåîáðàçóåì ãàìèëüòîíèàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â ïåðèîäè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí

H[s(x); � N ] =
1
2

X

x 12 � ; x 22 � N

I (x1 � x2)sj (x1)sj (x2)

ðàçëîæåíèÿ (7). Òîãäà, ïîñëå åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. [1]), ïîëó÷èì

H[s(x); � N ] =
1

2N

X

k 2 �� N

�I (k)j �sj (k)j2 : (10)

Ïóñòü ôóíêöèÿ

�I N (k) èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â êàêîé-òî ïàðå òî÷åê f k � ; � k � g �
�� N (ëèáî â òî÷êå k � = 0 ). Òîãäà ïðè L ! 1 , êîãäà � N ! � , â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè

�I (k) , âî âñåõ òî÷êàõ èç

�� N , ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèñòàëëó � N ñ ðàçìåðîì L ,

èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

�I md N (k) ! �I (k) ïðè m ! 1 , êîãäà ðàçìåð L
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êðèñòàëëà � N óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî m 2 N. Îäíàêî, ïðè ïåðåõîäå ê òàêîìó

ïðåäåëó ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè

�I (k) ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â òî÷êå k � , êîòîðàÿ íå

ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ìíîæåñòâ

�� N . Íå îòâëåêàÿñü íà ýòè ìàòåìàòè÷åñêèå òîíêîñòè,

áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó îá îïèñàíèè êëàññà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà òîëüêî äëÿ

òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè

�I (k) íå çàâèñÿò îò ðàçìåðà L êðèñòàëëà,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî åãî çíà÷åíèÿ.

Èòàê, íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (10) ñ ó÷åòîì N óñëîâèé

s2
j (x) = 1 , x 2 � N . Âñþ ñîâîêóïíîñòü ýòèõ óñëîâèé çàïèøåì â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé

ôîðìå X

x 2 � N

s2
j (x)e� i (x ;k ) = N� k ;0 ; k 2 �� N :

Ïîäñòàíîâêà â ëåâóþ ÷àñòü, ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèÿ (7) âåêòîðíîãî ïîëÿ sj (x) ïðèâîäèò

ýòó ñèñòåìó óñëîâèé, îãðàíè÷èâàþùèõ âîçìîæíûé âûáîð ïîëÿ sj (x) ïðè ìèíèìèçàöèè

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (10), ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå â òåðìèíàõ ïîëÿ �sj (k) ,

X

x 2 � N

s2
j (x)e� i (x ;k ) =

1
N 2

X

k 1 ;k 22 �� N

�sj (k1)�s�
j (k2)

X

x 2 � N

exp(i (x; k1 � k2 � k)) =

=
1
N

X

k 1 ;k 22 �� N

�sj (k1)�s�
j (k2)� k 1 ;k 2+ k =

1
N

X

k 02 �� N

�sj (k0)�s�
j (k0 � k) :

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

� k ;0 =
1

N 2

X

k 02 �� N

�sj (k0)�s�
j (k

0 � k) ; k 2 �� N : (12)

Ïðè ýòîì íà ïîëå �sj (k) , ââèäó åãî êîìïëåêñíîçíà÷íîñòè, íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå

óñëîâèÿ �s�
j (k) = �sj (� k) .

Ïîèñê ìèíèìóìà ôîðìû (10) ïðè ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé (12) ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà, íàõîäÿòñÿ ïîëÿ �sj (k) , ðåàëèçóþùèå ìèíèìóì ñ ó÷åòîì òîëüêî

îäíîãî óñëîâèÿ èç ñïèñêà (12), à èìåííî ïðè

�k = 0 ,

X

k 2 �� N

j �sj (k)j2 = N 2 :

Çàòåì äëÿ ïîëåé ýòîãî êëàññà ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíèìîñòü óñëîâèé (12) ïðè

�k 6= 0 .

Ïðè ó÷åòå òîëüêî óñëîâèÿ ñ k = 0 íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôîðìó

HN =
1

2N

X

k 2 �� N

�I (k)� (k) ; (13)

ó êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå � (k) = j �sj (k)j2 ïîä÷èíåíû óñëîâèþ

X

k 2 �� N

� (k) = N 2: (14)
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Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå � (k) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

� (k) = � (� k) ; k 2 �� N ; (15)

ãäå k 62@(� �; � ]d . Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

�I (k) , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ôîðìå

äîïóñêàþòñÿ òàêæå âñå ñëàãàåìûå ñ âåêòîðàìè k 2 @(� �; � ]d è ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå

ìîæíî îïóñòèòü.

Ìèíèìèçàöèÿ ëèíåéíîé ôîðìû íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå R = f � (k) � 0 : k 2
�� N ;

P

k 2 �� N

� (k) = N 2g ñâîäèòñÿ ê âûáîðó íàáîðà çíà÷åíèé � (k) íà åãî ãðàíèöå. Ñðåäè

âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ðåàëèçóþò ìèíèìóì òîëüêî òå, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ àáñîëþò-

íûé ìèíèìóì ôóíêöèè

�I (k) . Ðàíåå áûëî óêàçàíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

èíâàðèàíòíîñòè

�I (k) = �I (� k) , åñëè k íàõîäèòñÿ âíóòðè

�� N . Åñëè æå k íàõîäèòñÿ íà

ãðàíèöå êóáà

�� N (íî íå â óãëîâîé òî÷êå), òî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè âåêòîð k
ëåæèò íà âíóòðåííåé ÷àñòè êàêîé-ëèáî ñòîðîíû

�� N (íå íà ðåáðå), òî âûïîëíÿåòñÿ

�I (pr( k)) = �I (� pr(k)) , ãäå pr îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ

�� N íà: êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, ïà-

ðàëëåëüíóþ ýòîé ñòîðîíå. Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (8), â êîòîðóþ íóæíî ïîäñòàâèòü,

íàïðèìåð, k = � e1 + pr( k) . Åñëè æå âåêòîð k ëåæèò íà âíóòðåííåé ÷àñòè ðåáðà êóáà

�� N , òî â óêàçàííîé ôîðìóëå îïåðàöèÿ pr îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà êîîðäèíàòíóþ îñü,

ïàðàëëåëüíóþ ýòîìó ðåáðó, ÷òî âûòåêàåò èç àíàëîãè÷íîé ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó (8),

íàïðèìåð, k = � (e1+ e2)+pr( k)e3 . Îòîæäåñòâèâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ãðàíèöû îá-

ëàñòè

�� N , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

�I (k) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

k ) � k íà

�� N ñ ó÷åòîì òàêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ, ÷òî áóäåò äàëåå âåçäå ïîäðàçóìåâàòüñÿ.

Âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ óãëîâûõ òî÷åê êóáà â ìíîæåñòâî K ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì K ïîäìíîæåñòâî â çàìûêàíèè cl ( �� N ) , ñ ó÷åòîì îòîæäåñòâ-

ëåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, äëÿ òåõ âåêòîðîâ k , â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ýòîò ãëî-

áàëüíûé ìèíèìóì. Ýòî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé � K = K ,

ââèäó ñâîéñòâà (15), åñëè ïîä îòðàæåíèåì ïîíèìàòü ñäåëàííîå âûøå ñîãëàøåíèå îá

îòîæäåñòâëåíèè ñòîðîí

�� N , à òàêæå ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ ýòèõ òî÷åê ìèíèìóìà èìå-

åò ìåñòî

�I (k) = �I (� k) . Êðîìå òîãî, íóæíî ó÷åñòü èíâàðèàíòíîñòü ìèíèìèçèðóåìîé

ôîðìû îòíîñèòåëüíî çàìåíû k ) � k . Òîãäà ôóíêöèè � (k) , äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ

ìèíèìóì ôîðìû (13) ìîãóò áûòü íå ðàâíû íóëþ òîëüêî äëÿ k 2 K . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî âåêòîðíîå ïîëå �sj (k) , â îáùåì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü îòëè÷íî íóëÿ òîëüêî ïðè k 2 K .

Ïîòðåáóåì òåïåðü âûïîëíèìîñòè ñîîòíîøåíèé (12). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ýòè ñîîò-

íîøåíèÿ, ïîëó÷èì

� k ;0 =
1

N 2

X

k 02 K ; k � k 02 K

�sj (k0)�s�
j (k0 � k) : (16)

Ïðè àíàëèçå òîãî, ê êàêèì îãðàíè÷åíèÿì ïðèâîäèò ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî K óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé ïàðû

âåêòîðîâ k1 è k2 èç K âûïîëíÿåòñÿ k1 � k2 62K (â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

0 62K òî÷íî òàêæå êàê è óãëîâûå òî÷êè êóáà

�� N ). Åñëè òàêîå äîïóùåíèå èìååò ìåñòî,

òî â ïðåäñòàâëåííîé ñóììå íàéäóòñÿ îòëè÷íûå îò íóëÿ ñëàãàåìûå òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà k = 0 , k = k1 � k2 , k1; k2 2 K , k1 6= k2 . Ýòî ïðèâîäèò ê jK j(jK j � 1) + 1 óñëîâè-

ÿì. Ïðè ïîäñòàíîâêå êàæäîãî èç ýòèõ çíà÷åíèé k â ïðåäñòàâëåííîé ñóììå îòëè÷íû îò
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òîæäåñòâåííîãî íóëÿ òîëüêî äâà ñîâïàäàþùèõ äðóã ñ äðóãîì ñëàãàåìûõ ñ �sj (k1)�s�
j (k2)

ïðè k1 � k2 = k . Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìû ïîëó÷àåì, íà îñíîâàíèè (16), ñëåäóþùèé ñïèñîê

óñëîâèé

�sj (� k2)�s�
j (� k1) + �sj (k1)�s�

j (k2) = 0 ; k1; k2 2 K ; k1 6= k2

è ñîîòíîøåíèå (14) ïðè k = 0 ,

X

k 02 K

�sj (k0)�s�
j (k0) = N 2 : (17)

Çàôèêñèðóåì â ñïèñêå ýòèõ ñîîòíîøåíèé âåêòîð k1 2 K . Òîãäà â íåì, íàâåðíÿêà,

èìåþòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ: �sj (k1)�s�
j (k2) = 0 , �sj (k1)�s�

j (� k2) = 0 ñ ôèêñèðîâàííûì âåêòî-

ðîì k2 6= k1 èç K . Ðàçëîæèì êàæäûé èç âåêòîðîâ �sj (k0) , k0 2 K íà ñóììó ðåàëüíîé è

ìíèìîé ÷àñòåé: �sj (k0) = aj (k0) + ibj (k0) . Òîãäà èç ïðåäñòàâëåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò,

÷òî �sj (k1)aj (k2) = 0 , �sj (k1)bj (k2) = 0 , è ïîýòîìó

aj (k1)aj (k2) = 0 ; bj (k1)aj (k2) = 0 ; aj (k1)bj (k2) = 0 ; bj (k1)bj (k2) = 0 :

Êðîìå òîãî, âûáðàâ k = � 2k1 è k = � 2k2 , ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

aj (k1)bj (k1) = 0 ; aj (k2)bj (k2) = 0 ; a2
j (k1) = b2

j (k1) ; a2
j (k2) = b2

j (k2) = 0 ;

òî åñòü äëÿ êàæäîé ïàðû k1; k2 2 K äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ÷åòûðå âåêòîðà, ÿâëÿþùèåñÿ

âñå ïîïàðíî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè. Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí

èç íèõ ðàâåí íóëþ. Òàêîå ïîëîæåíèå íåâîçìîæíî, â ñèëó óêàçàííûõ ðàâåíñòâ äëèí

âåêòîðîâ aj (k1) è bj (k1) , à òàêæå aj (k2) è bj (k2) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ �sj (k) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëÿ sj (x) ,

ðåàëèçóþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (10) (ñîîòâåòñòâåííî (2)) òàêîâî, ÷òî â ñóììå (13)

èìååòñÿ òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ c � (k0) è � (� k0) ïðè íåêîòîðîì ïðîèçâîëü-

íîì, íî ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå k0 2 K . Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ sj (x) ,

ðåàëèçóþùåãî ìèíèìóì ýíåðãèè, âèä

sj (x) =
2
N

Re
h
(aj (k0) + ibj (k0))ei (k 0;x )

i
;

ãäå âåêòîðû aj (k0) è bj (k0) âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è ðàâíû ïî ñâîåé äëèíå.

Íàêîíåö, îáðàòèìñÿ ê ðàâåíñòâó (17). Îíî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëèíó âåêòîðîâ

aj (k0) è bj (k0) ,

N 2 = j �sj (k0)j2 + j �sj (� k0)j2 = 2( a2
j (k

0) + b2
j (k0)) = 4 a2

j (k0) ;

òî åñòü jaj (k0)j = N=2 èëè, îêîí÷àòåëüíî,

sj (x) = mj cos(x; k0) + nj sin(x; k0) (18)

ãäå m = aj (k0)=jaj (k0)j è n = � bj (k0)=jbj (k0)j � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå

âåêòîðû.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëå sj (x) , ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî K íå ñîäåðæèò 0 è óãëî-

âûõ òî÷åê êóáà

�� N , ðåàëèçóþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ãåîìåòðè÷åñêè, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñïèðàëüíóþ ìàãíèòíóþ ñòðóêòóðó , îïðåäåëÿåìóþ ïðîèçâîëüíîé ïàðîé

âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ m è n è âåêòîðîì k0 2 K � �� N , êîòîðûé îïðåäåëÿåò

íàïðàâëåíèå îñè è øàã ñïèðàëè.
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GROUND STATE OF VECTOR LATTICE MODEL

WITH PAIR INTERACTION

THE DEGENERATE EXCHANGE INTEGRAL CASE

A.S. Klyuyev, Yu.P. Virchenko

Belgoro d State University,

Pob edy St., 85, Belgoro d, 308015, Russia, e-mail: virch@bsu.edu.ru

Abstract. The class of p erio dical ground states of spherically symmetric vector mo del of

statistical mechanics is studied. It is done at the supp osition that external �eld is absent and

the exchange integral in its hamiltonian is integrable. Besides, it is supp osed that the Fourier-image

of exchange integral is degenerate that is the Fourier-image of pair-exchange integral has more than

one pair of sign-opp osite p oints in k -space where its minimum is realized. It is shown that the vector

�eld should b e concentrated only at one pair p oint of k -space with opp osite sign as it is in the case

without the degeneracy of exchange integral.

Key words: vector mo del, hamiltonian, ground state.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå ãàóññîâñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ â R3
ñ íóëåâûì

ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè

â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Íàõîäèòñÿ îáùèé âèä êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òàêèõ ñëó÷àéíûõ

ïîëåé â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è îáëàäàþò ñâîé-

ñòâîì ñîëåíîèäàëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå, ôóíêöèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå â ñðåäíåì êâàä-

ðàòè÷íîì, ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü

~A i (x) , i = 1; 2; 3 � ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì,

h~A i (x)i = 0 . Îíî ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

K ij (x; y) = h~A i (x) ~A j (y)i ; x; y 2 R3 ; i; j = 1; 2; 3:

Ïóñòü ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîëåíîèäàëüíîñòè, òî åñòü äëÿ ïî÷òè êàæäîé åãî ðåàëèçàöèè âû-

ïîëíÿåòñÿ

r i
~A i (x) = 0 : (1)

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K ij (x; y) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

@Kij (x; y)
@xi

=
@Kij (x; y)

@yj
= 0 :

Áóäåì, äàëåå, ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå

~A i (x) , x 2 R3
òàêîâî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

åãî ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ôóíê-

öèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî÷òè êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà

~A i (x) =
X

� 2 ~A

~ai (� ) exp(i (� ; x)) ; (2)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëó÷àéíîìó íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó

~A
âåêòîðîâ � èç R3

, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîìó ðåàëèçàöèåé

~A i (x) , à íàáîð ñëó÷àéíûõ

êîýôôèöèåíòîâ ~ai (� ) , � 2 ~A , i = 1; 2; 3 êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåì

X

� 2 ~A

j~ai (� )j2 < 1 ; (3)
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ãäå ìíîæåñòâî

~A âåêòîðîâ � îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

~ai (� ) = lim
� ! R3

1
j� j

Z

�

~A i (x) exp(� i (x; � ))dx 6= 0 : (4)

Çàìåòèì, âî èçáåæàíèå âîçìîæíîãî îøèáî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî íàëè÷èå ðàçëîæå-

íèé (2) ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé ãàóññîâñêîãî ïîëÿ

~A i (x) , x 2 R3
íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòî

ïîëå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìíîæåñòâî

~A
âåêòîðîâ � , ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå â (2), íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàí-

íûì, êàê ýòî áûëî áû ïðè íàëè÷èè òîëüêî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ó ïîëÿ

~A i (x) , à ýòî

ýôôåêòèâíî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ó ïîëÿ

~A i (x) .

Ôîðìóëó (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

~A i (x) =
Z

R3 � R3

exp(i (� ; x)) ~�A(k )dk ; (5)

ãäå

~�A(k) � îáîáùåííàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

~�A i (k ) =
X

� 02 ~A

~ai (� 0)� (� � � 0) =
1

(2� )3

Z

R3 � R3

~A i (x) exp(� i (� ; x))dx ; (6)

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñëó÷àéíûõ ãàóññîâñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé îïèñàííîãî âûøå

òèïà.

1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü ãàóññîâñêîå ñëó÷àéíîå âåêòîðíîå ïîëå

~A i (x) ÿâëÿåò-

ñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì è ñ òîé æå

âåðîÿòíîñòüþ âñå åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå r i
~A j (x) ðåàëèçàöèé ïîëÿ

~A i (x) ëîêàëüíî

êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû è ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â ñðåäíåì

êâàäðàòè÷íîì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå r i
~A i (x) = 0 .

Òîãäà äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïîëÿ f ~A i (x)g ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ-

ëåíèå

K i 1 i 2 (x1; x2) = � " i 1 j 1k1 " i 2 j 2k2 r (x 1 )
j 1

r (x 2 )
j 2

Rk1k2 (x1; x2) ; (7)

ãäå Ri 1 i 2 (x1; x2) � êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-

íèöà ãàóññîâñêîãî ïîëÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

(Îïåðàòîðû r (x 1 )
, r (x 2 )

îáîçíà÷àþò ãðàäèåíòû, ñîîòâåòñòâåííî, ïî ïåðåìåííûì

x1 è x2 .)

� Ââèäó íàëè÷èÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè ó ðåàëèçàöèé

~A i (x) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà,

ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (2) â (1), ïîëó÷èì

r i
~A i (x) =

X

� 2 ~A

� i ~ai (� ) exp(i (� ; x)) = 0 ;
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ãäå â ëåâîé ÷àñòè, ââèäó ãëàäêîñòè ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé

~A i (x) â ñðåäíåì êâàäðàòè÷-

íîì, ñòîèò ðÿä, êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1,

X

� 2 ~A

� 2j~ai (� )j2 < 1 : (8)

Âñëåäñòâèå îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷-

íîì â ðÿä âèäà (2), ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íûé íàáîð óñëîâèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèÿ

� i ~ai (� ) = 0 ; � 2 ~A : (9)

Ðàññìîòðèì íàáîð ñëó÷àéíûõ êîýôôèöèåíòîâ ~ai (� ) , � 2 ~A , çàíóìåðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì

~A � R3
, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ëè-

íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè

~A i (x) èñõîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

Ýòîò íàáîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f ~ai (� ); � 2 R3g,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (4) ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f ~A i (x); x 2 R3g
è êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè � 2 R3 n ~A (ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêîå ñëó÷àéíîå ïîëå

f ~ai (� ); � 2 R3g íåñåïàðàáåëüíî). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ÿâíîãî ó÷åòà

ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà

~A . Êðîìå òîãî, ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè ïîëå f ~ai (� ); � 2 R3g
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, òàê êàê îíî ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f ~A i (x); x 2 R3g. Îíî èìååò íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå,

h~ai (� )i = lim
� ! R3

1
j� j

Z

�

h~A i (x)i exp(� i (x; � ))dx = 0 ;

ãäå � ìîæåò (ïîñëå óñðåäíåíèÿ) ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç R3
.

Íà îñíîâàíèè (5) è (6) èìååò ìåñòî

D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) �
Z

R3 � R3

K i 1 ;i 2 (x1; x2) exp(� i [(� 1; x1) � (� 2; x2)])dx1dx2 =

=
Z

R3 � R3

h~A i 1 (x1) ~A i 2 (x2)i exp(� i [(� 1; x1) � (� 2; x2)])dx1dx2 = h~�A(� 1) ~�A
�
(� 2)i ; (10)

K i 1 ;i 2 (x1; x2) =
1

(2� )6

Z

R3 � R3

D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) exp(i [(� 1; x1) � (� 2; x2)])d� 1d� 2 : (11)

Ïîýòîìó îáîáùåííàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

~�A(k ) ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîððåëÿöè-

îííîé ôóíêöèåé D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) è ýòà îáîáùåííàÿ òåíçîð-ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî õàðàêòåðè-

çóåò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ K i 1 ;i 2 (x1; x2) äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ðåàëèçàöèè êîòîðûõ

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíûõ

ïîëåé.
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Ñâåðíóâ òåíçîð D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) ñ âåêòîðîì � 1 èëè âåêòîðîì � 2 è ïðèìåíèâ ôîðìóëó

(9) è (6) äëÿ óñðåäíÿåìûõ ðåàëèçàöèé ~ai 1 (� 1) , ~ai 2 (� 2) , ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëå f ~ai (� )g
ñîîòâåòñòâîâàëî ñîëåíîèäàëüíîìó ïîëþ f ~A i (x)g,

(� 1) i 1 D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) = ( � 2) i 2D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) = 0 : (12)

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòî óñëîâèå. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) â

ñëåäóþùåì âèäå, ðàññìàòðèâàÿ åãî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âåêòîðà � ,

~ai (� ) = " ijk � j
~bk(� ) ; (13)

ãäå " ijk � ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòòà,

~bk(� ) � íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âåñü êëàññ âåêòîðîâ a, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó � ,

îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé a = [ � ; b], ãäå b � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, íåêîëëèíåàðíûé âåê-

òîðó � . Îáùåå ðåøåíèå âûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (13) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà

~bi (� ) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âåêòîðà ~ak(� ) èìååò âèä (åñëè � 6= 0 )

~bi (� ) = � (� )� i � � � 2" ijk � j ~ak(� ) ; (14)

ãäå � (� ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò � . Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòî ðåøåíèå äëÿ âñåé

ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé ~ai (� ) , òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé

~bi (� ) , � 2 R3

áóäåò ñîñòàâëÿòü ñëó÷àéíîå ïîëå f ~bi (� )g ïðè óñëîâèè, ÷òî, äîïîëíèòåëüíî, îïðåäåëåíî

ñëó÷àéíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ñ ðåàëèçàöèÿìè � (� ) , � 2 R3
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìóë (13) è (14) âèäíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëå f � (� )g íå äàåò

â êëàäà â ïîëå ~ai (� ) è ïîýòîìó åãî ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî. Ïîëîæèì åãî ðàâíûì

íóëþ. Òîãäà

~bi (� ) = � � � 2" ijk � j ~ak(� ) è ïîëå f ~bi (� )g, êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ãàóñ-

ñîâñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òîæå ãàóññîâñêèì è îáëàäàåò âñëåä çà ïîëåì f ~ai (� )g íóëåâûì

ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Åãî ðåàëèçàöèè îáðàùàþòñÿ â íóëü â òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è ïîðîæäà-

þùèå èõ ðåàëèçàöèè ~ai (� ) , òî åñòü ñåìåéñòâîì âåêòîðîâ � 2 R3
, â êîòîðûõ ðåàëèçàöèÿ

~bi (� ) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî

~A , ñîîòâåòñòâóþùåå ïîðîæäàþùåé ðåà-

ëèçàöèè. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ f ~bi (� )g ïîðîæäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ f ~ai (� )g. Ïðè ýòîì â ñèëó âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâà (8) äëÿ ðåàëèçàöèé

~ai (� ) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, äëÿ ðåàëèçàöèé

~bi (� ) âûïîëíÿåòñÿ ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ

X

� 2 ~A

� 4j~bi (� )j2 < 1 (15)

ñ òåì æå ñåìåéñòâîì

~A . È îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (14), òî ïîëå f ~ai (� )g, îïðåäå-

ëÿåìîå ôîðìóëîé (13), ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì, äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8). Òîãäà îïðåäåëèâ ïðîèçâîëüíîå ãàóññîâñêîå ïîëå f ~bi (� )g ñ íó-

ëåâûì ñðåäíèì è ñ ðåàëèçàöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óñëîâèþ (15),

ìû, òåì ñàìûì, îïðåäåëèì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñëó÷àéíîå ïîëå f ~ai (� )g.

Ââåäåì îáîáùåííîå ñëó÷àéíîå ïîëå f ~�B i (� )g ñ ðåàëèçàöèÿìè

~�B i (� ) =
X

� 02 A

~bi (� 0)� (� 0 � � ) :
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Îíî ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïîëåì ñ íóëåâûì ñðåäíèì, òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëÿ

~�A i (� )
íà îñíîâå åãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïîëå f ~B i (� )g ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîåé îáîáùåííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2) = h~�B i 1 (� 1) ~�B
�

i 2
(� 2)i :

Îïðåäåëèâ ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå

~B i (x) =
Z

R3

~�B i (� ) exp(i (x; � ))d� =
X

� 2 ~A

~bi (� )ei (x ;� ) ;

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëÿ f ~�B i (� )g è êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì

ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì ñ íóëåâûì ñðåäíèì, âûðàçèì, àíàëîãè÷íî ôîð-

ìóëå (11), êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ Ri 1 ;i 2 (x1; x2) = h~B i 1 (x1) ~B i 2 (x2)i , ñëåäóþùèì îáðà-

çîì åãî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùóþ ÷åðåç êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2) ,

Ri 1 ;i 2 (x1; x2) =
1

(2� )6

Z

R3 � R3

Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2) exp(i [(� 1; x1) � (� 2; x2)])d� 1d� 2 (16)

òàê, ÷òî èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ ñâÿçü

Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2) =
Z

R3 � R3

Ri 1 ;i 2 (x1; x2) exp
�
i [(x2; � 2) � (x1; � 1])

�
dx1dx2 :

Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè Ri 1 ;i 2 (x1; x2) , Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûìè, òî åñòü èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

Z

R3 � R3

Ri 1 ;i 2 (x1; x2)ui 1 (x1)u�
i 2

(x2)dx1dx2 � 0 ;

Z

R3 � R3

Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2)�ui 1 (� 1)�u�
i 2

(� 2)d� 1d� 2 � 0

äëÿ ëþáûõ ôèíèòíûõ èçìåðèìûõ âåêòîð-ôóíêöèé ui (�) . Êðîìå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Ri 1 ;i 2 (x1; x2) , äîïîëíèòåëüíî, äîëæíà áûòü äèôôå-

ðåíöèðóåìîé êàê ïî ïåðåìåííîé x1 , òàê è ïî ïåðåìåííîé x2 . Îíà äîëæíà áûòü ïîä÷è-

íåíà äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (15). Òàêîå óñëîâèå ôîð-

ìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Ri 1 ;i 2 (x1; x2) ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f ~B i (x)g
äëÿ êîòîðîãî, â ñèëó âûïîëíèìîñòè óñëîâèÿ (15), ñóùåñòâóþò âñå âòîðûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå

r kr l
~B i (x) = �

X

� 2 ~A

� k � l
~bi (� )ei (x ;� ) ;

êàê èíòåãðèðóåìûå è ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ôóíêöèè.
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Èç ôîðìóëû (13) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè

Ci 1 ;i 2 (� 1; � 2) è D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) ,

D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) = " i 1 j 1k1" i 2 j 2k2 (� 1) j 1 (� 2) j 2Ck1 ;k2 (� 1; � 2) : (17)

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèÿìè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé K i 1 i 2 (x1; x2) è Ri 1 i 2 (x1; x2) ,

ïîëó÷èì ôîðìóëó (7) ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. �

Çàìåòèì, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

r (x 1 )
i 1

K i 1 i 2 (x1; x2) = r (x 2 )
i 2

K i 1 i 2 (x1; x2) :

2. Ïðèìåð ãàóññîâñêîãî ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ. Ïóñòü sj , j = 1; 2; 3 � ïñåâäî-

âåêòîð â R3
è ~aj ;~bj , j = 1; 2; 3 � äâà ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ýêâèâàëåíòíûõ âåêòîðà ñ

íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì h~aj i = h~bj i = 0 è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé h~ai ~aj i = h~bi
~bj i =

� 2� ij . Ýòè âåêòîðû ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû òàê, ÷òî hai bj i = r 2" ijk sk è øåñòèìåðíûé

ñëó÷àéíûé âåêòîð h~aj ; j = 1; 2; 3;~bj ; j = 1; 2; 3i ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ñ êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöåé

G=
�

� 21 F
FT � 21

�
; Fij = r 2" ijk sk :

Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöàòåëüíà ïðè jsjr 2 � � 2
,

�
hu; v i ; Ghu; v i

�
= � 2(u2 + v 2) + r 2

�
(u; [v ; s]) � (v ; [u; s])

�
� 0 ;

êàê ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâ

(u; [v ; s]) � �j sj � j uj � j v j , (v ; [u; s]) � j sj � j uj � j v j .

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà êàæäîãî èç âåêòîðîâ " ikl sk~al , " jmn sm
~bn ðàâíà � 2Sij , Sij =

s2� ij � si sj . Òàê êàê ñðåäíåå

" ikl sk" jmn sm h~al
~bn i = � r 2Sin " jmn sm ;

òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî øåñòèìåðíîãî âåêòîðà ðàâíà

�
� 2S � SF

� (SF)T � 2S

�
:

Îïðåäåëèì ñòîõàñòè÷åñêè òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîå ñëó÷àéíîå ïîëå

~B j (x) = ~aj cos(s; x) + bj sin(s; x)

ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, ñîñðåäîòî÷åííîì íà âåêòîðàõ s, - s, c êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Rj 1 ;j 2 (x1; x2) = � 2� j 1 j 2 cos(s; x1 � x2) + r 2" j 1 j 2 lsl sin(s; x2 � x1)



140 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34

è ïîëå A j (x) = " ijk sj Bk(x) ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé " i 1 j 1k1 " i 2 j 2k2 sj 1sj 2Rk1k2 (x1; x2) .

Îòìåòèì ïîÿâëåíèå â êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Rij (x; y) ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî " j 1 j 2 lsl , íà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ãàóññîâñêèõ ïîëåé òàêîãî òèïà óêàçûâàëîñü

â ðàáîòàõ [4-7], îäíàêî, âîïðåêè ïðèìåíåííîé â ýòîé ðàáîòå ïî îòíîøåíèþ ê ïîëÿì òà-

êîãî òèïà òåðìèíîëîãèè, ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ïîëÿ íå îáëàäàþò êàêîé-

ëèáî òîïîëîãè÷åñêîé íåòðèâèàëüíîñòüþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåííîå ñëó÷àéíîå ïîëå

~�B j (� ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

~�B j (� ) =
1
2

~aj

�
� (� � s) + � (� + s)

�
�

i
2
~bj

�
� (� � s) � � (� + s)

�
:

Âû÷èñëåíèå åãî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äàåò

Cij (� 1; � 2) = h~�B(� 1) ~�B
�
(� 2)i =

=
1
2

� (� 1 � � 2)
�
� 2� ij (� (� 1 � s) + � (� 1 + s)) + ir 2" ij l sl (� (� 1 � s) � � (� 1 + s))

�
:

Ñîîòâåòñòâåííî, êîððåëÿöèîííàÿ æå ôóíêöèÿ D ij (� 1; � 2) ïîëÿ

~�A j (� ) ðàâíà

D ij (� 1; � 2) =
1
2

� (� 1 � � 2)
�
� 2Sij (� (� 1 � s) + � (� 1 + s)) + ir 2Sik " jkl sl (� (� 1 � s) � � (� 1 + s))

�
:

3. Ñòîõàñòè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãàóññîâñêèå ïîëÿ. Åñëè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîå

â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîå ïîëå f ~A i (x)g � ñòîõàñòè÷åñêè òðàíñëÿöèîííî èíâà-

ðèàíòíî (îäíîðîäíî), òî åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K i 1 i 2 (x1; x2) çàâèñèò òîëüêî îò

ðàçíîñòè x = x1 � x2 . Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåííîå ñëó÷àéíîå ïîëå

f ~�A i (� )g îáëàäàåò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé D i 1 ;i 2 (� 1; � 2) , êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà

� (� 1 � � 2) , êàê ýòî èìåëî ìåñòî â ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì âûøå. Òîãäà, âñëåäñòâèå (17),

òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Ck1 ;k2 (� 1; � 2) , òî åñòü êîððåëÿ-

öèîííàÿ ôóíêöèÿ Ri 1 i 2 (x1; x2) � Ri 1 i 2 (x) � òàêæå çàâèñèò îò ðàçíîñòè x = x1 � x2 . Â

ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (7) ïðèíèìàåò âèä

K i 1 i 2 (x) = " i 1 j 1k1" i 2 j 2k2 r j 1 r j 2Rk1k2 (x) ; (18)

ãäå ãðàäèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïåðåìåííîé x .

Òàê êàê êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ D i 1 i 2 (� 1; � 2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

D i 1 i 2 (� 1; � 2)( � 1) i 1 = D i 1 i 2 (� 1; � 2)( � 2) i 2 = 0 , òî ñîëåíîèäàëüíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ âûðîæ-

äåíû � êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð èìååò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñ íóëåâûì ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýòè ïîëÿ íå ìîãóò áûòü còî-

õàñòè÷åñêè ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè , òî åñòü äëÿ íèõ â êàæäîé ïðîñòðàíñòâåí-

íîé òî÷êå ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x ïîëå íå ìîæåò áûòü ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ

Uij
~A j (x) (ðàäèóñ-âåêòîð íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê-

öèÿ K i 1 i 2 (x1; x2) íå ìîæåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì

Ui 1 j 1Ui 2 j 2K j 1 j 2 (x1; x2) = K i 1 i 2 (x1; x2) ;



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 141

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî

Ui 1 j 1 Ui 2 j 2D j 1 j 2 (� 1; � 2) = D i 1 i 2 (� 1; � 2) ;

òî åñòü D j 1 j 2 (� 1; � 2) = D(� 1; � 2)� j 1 j 2 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ ñîáñòâåííîãî

âåêòîðà ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Íàïðîòèâ, ïîëå ñ ëîêàëüíîé àêñèàëüíîé

ñòîõàñòè÷åñêîé ñèììåòðèåé âîçìîæíî, ó êîòîðîãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

D j 1 j 2 (� 1; � 2) = D1(� 1; � 2)
�

� j 1 j 2 s2 � sj 1sj 2

�
+ " j 1 j 2 lslD2(� 1; � 2) ;

ãäå D1(� 1; � 2) > 0 è ôóíêöèÿ D2(� 1; � 2) òàêîâà, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Z

R3 � R3

D(� 1; � 2)uj 1 (� 1)uj 2 (� 2)d� 1d� 2 � 0

äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè uj (� ) .
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GAUSSIAN ALMOST-PERIODIC IN QUADRATIC AVERAGE SENSE

SOLENOIDAL VECTOR FIELDS

Lam Tan Phat, Yu.P. Virchenko

Belgoro d State University,

Studencheskaya St., 14, Belgoro d, 308007, Russia, e-mail:virch@bsu.edu.ru

Abstract. Gaussian random vector �elds in R3
with zero average value are under consideration.

Their realizations are almost-p erio dic in the quadratic average sense with the probability one. The

general form of the correlation function of such random �elds are found when they are smo oth and

solenoidal with the probability one.

Key words: solenoidal �eld, almost p erio dic functions in the quadratic average sense, gaussian

random �eld, correlation function.
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Àííîòàöèÿ . Â ðàáîòå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé-¾ïîëóêðûøåê¿ äëÿ

êîíñòðóèðîâàíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ íà òðåóãîëüíûõ è êâàäðàòíûõ êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûé ýëåìåíò, êóñî÷íî-ïëàíàðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ôóíêöèè-¾ïî-

ëóêðûøêè¿.

Ââåäåíèå. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà êóñî÷íî-ïëàíàðíîé àïïðîêñèìàöèè, ïðåäëîæåííîé P.

Êóðàíò â 1943 ã. Ýòî ñâîåîáðàçíîå ïîñâÿùåíèå 70-ëåòíåìó þáèëåþ âûõîäà â ñâåò çíà-

ìåíèòîé ñòàòüè Êóðàíòà, ïîëîæèâøåé íà÷àëî ðàçâèòèþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

(ÌÊÝ). Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå îñíîâíîé èäåè Êóðàíòà î ïðîñòûõ áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ

ñòàëî ðåøàþùèì øàãîì â òåõíèêå ÌÊÝ. Ê ñîæàëåíèþ, íå âñå àâòîðû, ïðîôåññèîíàëü-

íî ïèøóùèå î ìåòîäå è ðàçâèâàþùèå åãî, ïî äîñòîèíñòâó îöåíèâàþò èäåþ Êóðàíòà î

êóñî÷íî-ïëàíàðíîé àïïðîêñèìàöèè. Ìåæäó òåì, èìåííî ýòà èäåÿ îáåñïå÷èëà óñïåøíîå

ðåøåíèå çàäà÷, ëåæàùèõ çà ïðåäåëàìè âîçìîæíîñòåé ãîñïîäñòâóþùåãî â ñåðåäèíå ÕÕ

âåêà ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ).

Ïîñòðîåíèå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ïîëåçíî ñàìî ïî ñåáå, íî åùå áîëåå âàæíî òî, ÷òî íà

ýòèõ ýëåìåíòàõ ìîæíî óáåäèòåëüíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ãëóáîêèõ ñâÿ-

çåé ìåæäó ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèåé íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå è òåîðèåé âåðîÿòíî-

ñòåé. Â ÌÊÝ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåéòè

îò ¾æåñòêèõ¿ ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé ê ¾ìÿãêèì¿ (ïî Â.È.Àðíîëüäó) àëüòåðíàòèâíûì

ìîäåëÿì âîñïîëíåíèÿ ôèíèòíûõ ôóíêöèé.

Àíàëèç ïóáëèêàöèé . Äëÿ èçó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ïðèðîäû êóñî÷íî-ïëàíàðíûõ

ôóíêöèé ìû èñïîëüçóåì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Êñòàòè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

ïîÿâèëàñü íàìíîãî ðàíüøå êëàññè÷åñêîé (Ï. Ëàïëàñ) è ñòàòèñòè÷åñêîé (Ð. Ìèçåñ).

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî âïåðâûå ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâèëàñü â 1777 ã., êîãäà

Æ. Áþôôîí îïóáëèêîâàë ñâîþ ¾çàäà÷ó îá èãëå¿. Íåäàâíî ñòàëî èçâåñòíî (èç ïóáëèêà-

öèé Î. Øåéíèíà), ÷òî ïåðâîå óïîìèíàíèå î ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíî

â ðóêîïèñè È. Íüþòîíà 1664-1666 ãã., óâèäåâøåé ñâåò ëèøü â 1967 ã. Èçâåñòíî, ÷òî

Íüþòîí íå î÷åíü ëþáèë ïóáëèêîâàòü ñâîè ðàáîòû, ïîýòîìó î ìíîãèõ ãåíèàëüíûõ îò-

êðûòèÿõ Íüþòîíà ìèð óçíàâàë ñ áîëüøèì îïîçäàíèåì. Â çàäà÷å Íüþòîíà ðàññìàòðè-

âàåòñÿ êðóã, ðàçäåëåííûé íà äâà íåîäèíàêîâûõ ñåêòîðà ñ îòíîøåíèåì ïëîùàäåé 2 :
p

5.
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Âíóòðü êðóãà íàóäà÷ó âáðàñûâàåòñÿ ìÿ÷. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-

íèÿ â êàæäûé ñåêòîð êðóãà. Íüþòîí âûðàçèë ýòè âåðîÿòíîñòè ÷åðåç îòíîñèòåëüíûå

ïëîùàäè: 2(2 +
p

5)� 1
è

p
5(2 +

p
5)� 1

. Ëþáîïûòíî, ÷òî Íüþòîíà ìàëî èíòåðåñîâàëè

âåðîÿòíîñòíûå çàäà÷è, õîòÿ â XVI I âåêå òàêèìè çàäà÷àìè çàíèìàëèñü ìíîãèå ôèçèêè è

ìàòåìàòèêè. Ïî ìíåíèþ Ô. Ìîñòåëëåðà [1], Íüþòîí çà âñþ ñâîþ æèçíü ðåøèë òîëüêî

îäíó âåðîÿòíîñòíóþ çàäà÷ó (ïî ïðîñüáå Ñ. Ïåïàéñà). Òåïåðü, áëàãîäàðÿ Î. Øåéíèíó,

ìû çíàåì, ÷òî Íüþòîí ðåøèë äâå âåðîÿòíîñòíûå çàäà÷è.

Êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ¾êðûøêàìè¿ (¾ïîëóêðûøêàìè¿). Èõ

èñòîðèÿ óõîäèò êîðíÿìè â ãëóáîêóþ äðåâíîñòü. Íàïðèìåð, ïðàâèëî ðû÷àãà Àðõèìå-

äà èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ôóíêöèÿì-¾ïîëóêðûøêàì¿. Åñëè ãîâîðèòü êîíêðåòíî î

ôóíêöèè Êóðàíòà, ñëåäóåò óïîìÿíóòü À.Ì¼áèóñà, êîòîðûé â 1827 ã. îòêðûë áàðèöåíòðè-

÷åñêèå êîîðäèíàòû ñèìïëåêñîâ. Â ôóíêöèÿõ Êóðàíòà ëåãêî óçíàòü áàðèöåíòðè÷åñêèå

(òðåóãîëüíûå) êîîðäèíàòû. Ýòè êîîðäèíàòû îïèñàíû ïðàêòè÷åñêè â êàæäîé êíèãå ïî

ÌÊÝ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ññûëêàìè íà ñòàòüþ Êóðàíòà [2] è íà êíèãè [3-5]. Ïî òðàäèöèè

òðåóãîëüíûå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþò ïóòåì ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà. Íà ïðèìåðå ôóíêöèè Êóðàíòà ìû ïîêàæåì, ÷òî êóñî÷íî-ïëàíàðíàÿ ìîäåëü èìå-

åò ÷åòêî âûðàæåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ïðèðîäó. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëîæåí íàìè â îñíîâó

èåðàðõè÷åñêîé ïðîöåäóðû ãåíåðèðîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ñòîèò îò-

ìåòèòü, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà ýôôåêòèâíà íå òîëüêî íà òðåóãîëüíèêàõ. Íàêîïëåí íåìàëûé

îïûò êîíñòðóèðîâàíèÿ ñåðåíäèïîâûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïîìîùüþ ¾ïîëóêðûøåê¿.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè-¾ïîëóêðûøêè¿ ñëóæàò

¾ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëîì¿ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿä-

êîâ íà òðåóãîëüíûõ è êâàäðàòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ñåòêà Êóðàíòà (à) è ÿ÷åéêà Êóðàíòà (á).

Ðèñ. 1. Ñåòêà Êóðàíòà (à) è ñòàíäàðòíàÿ ÿ÷åéêà Êóðàíòà (á).

à) á)

Ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ (êîîðäèíàòíûõ) ôóíêöèé Êóðàíòà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ

ñåòêè. Ñíà÷àëà â êâàäðàòå 
 ïîñòðîèì ñåòêó ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè ñ ïîìîùüþ ïðÿ-

ìûõ x = x i = ih , y = yj = jh , h = N � 1
, N > 0 � öåëîå ÷èñëî, i; j = 0; 1; 2; :::; N .
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Òî÷êè (x i ; yi ) íàçûâàþò óçëàìè ñåòêè. Êàæäóþ êâàäðàòíóþ ÿ÷åéêó ñåòêè ðàçäåëèì íà

äâà òðåóãîëüíèêà äèàãîíàëüþ, ñîåäèíÿþùåé þãî-çàïàäíóþ âåðøèíó êâàäðàòà ñ ñåâåðî-

âîñòî÷íîé (ðèñ. 1à). Êàæäîìó óçëó ñåòêè (x i ; yj ) ñîïîñòàâèì êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ

' ij (x; y) , ðàâíóþ 1 â äàííîì óçëå è íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ óçëàõ, ëèíåéíóþ â êàæäîì

òðåóãîëüíèêå òðèàíãóëÿöèè. ×òîáû çàïèñàòü ôóíêöèþ â ïðîèçâîëüíîì óçëå, ðàññìîò-

ðèì ñòàíäàðòíóþ ôóíêöèþ, îòëè÷íóþ îò íóëÿ òîëüêî â ÿ÷åéêå Êóðàíòà (ðèñ. 1á). Ôóíê-

öèþ Êóðàíòà ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü â êàæäîì òðåóãîëüíèêå

� k (k = 1; 6) ÿ÷åéêè Êóðàíòà.

Ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 2à, èëëþñòðèðóåò èäåþ ðàíäîìèçàöèè ôóíêöèè Êó-

ðàíòà. Íà ðèñ. 2á ïîêàçàíà ¾êðûøêà¿ Êóðàíòà.

Ðèñ. 2. Âåðîÿòíîñòíîå èñòîëêîâàíèå ¾ïîëóêðûøåê¿ (à), ¾êðûøêà¿ Êóðàíòà (á).

à) á)

Â êàæäîì òðåóãîëüíèêå � k (k = 1; 6) âîçüì¼ì òåêóùóþ òî÷êó M (s; t) � âåðøèíó

òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùåãî öåíòðó ÿ÷åéêè Êóðàíòà (íà ðèñ. 2à ýòè òðåóãîëüíèêè

çàøòðèõîâàíû). Òåïåðü â êàæäûé òðåóãîëüíèê � k íàóãàä âáðàñûâàåì òî÷êó è ñòàâèì

çàäà÷ó: íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè â çàøòðèõîâàííûé òðåóãîëüíèê

ñ âåðøèíîé M (s; t) . Òàê ìû ïîëó÷àåì øåñòü ôóíêöèé-¾ïîëóêðûøåê¿, êîòîðûå îòîæ-

äåñòâëÿþò ñ âåðîÿòíîñòüþ. Çàïèøåì ýòîò íàáîð:

' 1(s; t) = 1 � s ; ' 4(s; t) = 1 + s ;
' 2(s; t) = 1 � t ; ' 5(s; t) = 1 + t ;
' 3(s; t) = 1 + s � t ; ' 6(s; t) = 1 � s + t :

(1)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèþ-¾êðûøêó¿ Êóðàíòà ìîæíî çàïèñàòü êîìïàêòíî:

' (s; t) = 1 �
1
2

�
jsj + jtj + js � tj

�
: (2)

Òîãäà ' ij (x; y) = '
�

x=h � i; y=h � j
�

, i; j = 0; 1; ::::; N .
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Òàêèì îáðàçîì, êóñî÷íî-ïëàíàðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè u(x; y) â êâàäðàòå 

îáðåòàåò âèä:

�u(x; y) =
NX

i;j =0

uij ' ij (x; y) ; (3)

ãäå uij = u(x i ; yj ) � óçëîâûå çíà÷åíèÿ u(x; y) .

Íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûì äëÿ äàëüíåéøåãî ÿâëÿåòñÿ ðèñ. 2à. Ïðè ýòîì âàæíî îáîá-

ùèòü âåðîÿòíîñòíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ¾ïîëóêðûøêè¿ íà òðåóãîëüíèê, ïðîèçâîëü-

íî îðèåíòèðîâàííûé â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy . Òàêèå òðåóãîëüíèêè íàçûâàþò òðåóãîëü-

íèêàìè Êóðàíòà-Òýðíåðà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ (1) â ñîîòâåòñòâóþùåì

òðåóãîëüíèêå ñîâïàäàåò ñ áàðèöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòîé òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿ àññî-

öèèðóåòñÿ ñ âåðøèíîé O(0; 0).

Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîì îñåâîì ñå÷åíèè ïèðàìèäû (ðèñ. 2á) ìû ïîëó÷àåì ïëîñêèé

àíàëîã ôóíêöèè-¾êðûøêè¿. Òàêèå ìîäåëè èñïîëüçóþò â çàäà÷àõ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àï-

ïðîêñèìàöèè ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà.

Ðèñ. 3. Ê ïîñòðîåíèþ òèïè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé:

à) äëÿ óãëîâûõ óçëîâ; á) äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ íà ñòîðîíàõ;

â) äëÿ ñðåäíèõ óçëîâ íà ñòîðîíàõ; ã) äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ.
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Òðåóãîëüíûå ïëîñêèå ôðàãìåíòû � áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà î÷åíü óäîáíû â êîíñòðóèðîâàíèè òðåóãîëüíèêîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Íè-

æå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Èíòåðåñíî

ïîñòðîèòü áàçèñ òàêîãî ýëåìåíòà íà îñíîâå âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû êîìïîçèöèè èç òðåóãîëüíèêîâ Êóðàíòà-Òýðíåðà, íà êàæäîì èç

êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïëàíàðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Îñîáåííîñòü ìîäåëåé âûñ-

øèõ ïîðÿäêîâ â òîì, ÷òî òåïåðü ôóíêöèè-¾ïîëóêðûøêè¿ ïåðåìíîæàþòñÿ ïî ïðàâèëó

óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

×òîáû îïèñàòü êëþ÷åâûå èäåè ðàíäîìèçèðîâàííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ áàçèñíûõ ôóíê-

öèé, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ êàêîé-ëèáî îäíîé ôóíê-

öèè, íàïðèìåð, N4 íà ðèñ. 3á. Âñå áàçèñíûå ôóíêöèè òðåóãîëüíèêà âûñøåãî ïîðÿä-

êà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç òðè áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îñíîâíîãî òðåóãîëüíèêà

1-2-3. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ òðåóãîëüíèêîì 4-ãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó êàæäûé ðàç ìû

èñïîëüçóåì ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé âåðøèíîé â êîíòðîëüíîì óçëå. Äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ N4 íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðåóãîëüíèêè ñ îáùåé âåðøèíîé 4: 4-10-13, 4-5-15, 4-2-7 è

4-9-1 (ðèñ. 3á). Ýòî êîìïëåêñ èç 4-õ ñèìïëåêñîâ. Â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíî-

ñòè ìû ðàññìàòðèâàåì ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿ è íàõîäèì âåðîÿòíîñòü ñîâìåñòíî-

ãî íàñòóïëåíèÿ ýòèõ ñîáûòèé. Â êàæäîì èç ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ âûáèðàåòñÿ òî÷êà

M (L1; L2; L3) , ãäå L i � áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îñíîâíîì òðåóãîëüíèêå 1-2-3.

Òåïåðü â êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé âåðøèíîé 4 âáðàñûâàåì

ñëó÷àéíóþ òî÷êó è âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè â òðåóãîëüíèê

ñ âåðøèíîé è îñíîâàíèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì âåðøèíå 4.

Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà, âáðîøåííàÿ â � 4� 2� 7 , ïîïàëà â � M � 2� 7 , ðàâ-

íà p1 = 4L1=3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà, âáðîøåííàÿ â � 4� 5� 15 , ïîïàëà â � M � 5� 15 ,

ðàâíà p2 = 2L1 � 1=2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà, âáðîøåííàÿ â � 4� 10� 13 , ïîïàëà â

� M � 10� 13 , ðàâíà p3 = 4L1 � 2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà, âáðîøåííàÿ â � 4� 9� 1 , ïîïàëà

â � M � 9� 1 , ðàâíà p4 = 4L2 .

Áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ N4 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ íàéäåííûõ âåðîÿò-

íîñòåé:

N4 =
16
3

L1L2(4L1 � 1)(2L1 � 1) : (4)

Ñ ïîìîùüþ ðèñ. 3à è ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè íàõîäèì

N1 =
1
3

L1(4L1 � 1)(2L1 � 1)(4L1 � 3) : (5)

Ðèñ. 3â äàåò

N10 = 4L1L2(4L1 � 1)(4L2 � 1) : (6)

Ðèñ. 3ã ïðèâîäèò ê

N13 = 32L1L2L3(4L1 � 1) : (7)

Ïî îáðàçöó (4) ëåãêî ñîñòàâèòü îñòàëüíûå ôóíêöèè äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ 5; 6; 7;
8; 9. Ôóíêöèè N2 è N3 ïîëó÷àþòñÿ èç N1 , N11 è N12 � èç N10 , N14 è N15 � èç N13 . Âñå
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15 ôóíêöèé ïîñòðîåííîãî áàçèñà îáëàäàþò òèïè÷íûìè ñâîéñòâàìè èíòåðïîëÿöèîííûõ

êîýôôèöèåíòîâ Ëàãðàíæà:

N i (M k) = � ik ;
15X

i =1

N i (M ) = 1 ; (8)

ãäå � ik � ñèìâîë Êðîíåêåðà; i � íîìåð ôóíêöèè; k � íîìåð óçëà (i; k ) = 1; 5; �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â � 1� 2� 3 .

Êàê âèäèì, ìîäåëü 4-ãî ïîðÿäêà � ýòî ðåçóëüòàò ¾ïåðåìíîæåíèÿ¿ êóñî÷íî-ïëàíàðíûõ

ìîäåëåé.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì íà òðåóãîëüíèêå 4-ãî ïîðÿäêà (15 óçëîâ) èìååò âèä:

U(M ) =
15X

i =1

N i (M )Ui ; (9)

ãäå Ui � èçâåñòíûå óçëîâûå çíà÷åíèÿ âîñïîëíÿåìîé ôóíêöèè U(M ) . Íåäîñòàòêîì ýòîé

ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ íåàäåêâàòíîñòü ïîóçëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé

ìàññîâîé ñèëû (¾íåãàòèâíîñòü¿ íåêîòîðûõ óçëîâûõ íàãðóçîê). Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî

ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàíèòü íåâîçìîæíî. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ýòî çàáëóæäåíèå ñâÿçàíî

ñ âûáîðîì ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî â ìåòîäå êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ ãîñïîäñòâóåò ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà, ðîëü êîòîðîé ñèëüíî ïðåóâåëè÷åíà. Íàøà

öåëü � ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ðàçðàáîò÷èêîâ è ïîëüçîâàòåëåé ÌÊÝ ê íåìàòðè÷íûì ìåòî-

äàì êîíñòðóèðîâàíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Êñòàòè, êóñî÷íî-ïëàíàðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

� ýòî îäèí èç ñïîñîáîâ (åñòü è äðóãèå) óñòðàíåíèÿ ¾íåãàòèâíîñòè¿ â ïîóçëîâûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿõ íàãðóçîê ìîäåëåé âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Íèæå ìû ïîñòðîèì àëüòåðíàòèâíóþ

ìîäåëü áèêóáè÷åñêîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñåðåíäèïîâà ñåìåéñòâà (ýëåìåíò 3-ãî ïîðÿä-

êà).

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí áèêóáè÷åñêèé ýëåìåíò ñåðåíäèïîâà ñåìåéñòâà. Â îòëè÷èå îò

àíàëîãè÷íîãî ýëåìåíòà ëàãðàíæåâà ñåìåéñòâà çäåñü îòñóòñòâóþò âíóòðåííèå óçëû (èõ

÷åòûðå).

Ðèñ. 4. Ðèñ. 4 Áèêóáè÷åñêèé ñåðåíäèïîâ ÊÝ.
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Âïåðâûå ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ ýòîãî ÊÝ áûë ïîëó÷åí ïîäáîðîì â 1968 ã. Ýðãàòó-

äèñ, Àéðîíñ, è Çåíêåâè÷, êîòîðûå íàçâàëè åãî ñòàíäàðòíûì. Ïðèâåäåì äâå òèïè÷íûå

ôóíêöèè (ýòîãî äîñòàòî÷íî) ñòàíäàðòíîãî áàçèñà:

N1(x; y) =
1
32

(1 � x)(1 � y)
�
9(x2 + y2) � 10

�
;

N5(x; y) =
9
32

(1 � x2)(1 � y)(1 � 3x) :
(10)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óçëû íà ãðàíèöå ðàñïîëîæåíû ðàâíîìåðíî, íåòðóäíî çàïèñàòü

îñòàëüíûå ôóíêöèè áàçèñà. Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü, êàê èçâåñòíî [6], ïðèâîäèò ê ôèçè÷å-

ñêè àáñóðäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íàãðóçêè ïî óçëàì: â óãëîâûõ óçëàõ äîëÿ

íàãðóçêè îòðèöàòåëüíà è ñîñòàâëÿåò � 1=8, â ïðîìåæóòî÷íûõ óçëàõ îíà ðàâíà 3=16. Ôè-

çè÷åñêè íåàäåêâàòíûé ñïåêòð óçëîâûõ íàãðóçîê � îñíîâíîé íåäîñòàòîê ñåðåíäèïîâûõ

ýëåìåíòîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Èíòåðåñíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè áåçóïðå÷íûå ñïîñîáû ïî-

ñòðîåíèÿ áàçèñîâ âñÿêèé ðàç ïðèâîäèëè ê ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî íà-

çâàòü àëãåáðàè÷åñêèé (ìàòðè÷íûé) ìåòîä, êîíäåíñàöèþ, íåìàòðè÷íûé ìåòîä Òåéëîðà.

Â 1982 ã. ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè [7] óäàëîñü ïîñòðîèòü ïåðâóþ ìîäåëü

áèêóáè÷åñêîãî ñåðåíäèïîâà ýëåìåíòà, ñâîáîäíîãî îò íåãàòèâíîñòè â ñïåêòðå óçëîâûõ

íàãðóçîê.

Ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü êóñî÷íî-ïëàíàðíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëü-

òåðíàòèâíîãî áàçèñà ÊÝ (ðèñ. 4). Ñíà÷àëà ïðåäñòàâèì êâàäðàò â âèäå íàáîðà 4-õ òðå-

óãîëüíèêîâ: � 1� 2� 3 , � 1� 3� 4 , � 1� 6� 11 è � 1� 5� 12 ñ îáùåé âåðøèíîé 1. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà

êîìïîçèöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ N1(x; y) . Â êàæäîì òðåóãîëüíèêå âûáèðà-

åì òåêóùóþ òî÷êó M (x; y) è ðàññìàòðèâàåì ¾âëîæåííûå¿ òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíîé

è îñíîâàíèåì, ïðîòèâîëåæàùèì âåðøèíå 1. Äàëåå, ðåøàåì çàäà÷ó íà ãåîìåòðè÷åñêóþ

âåðîÿòíîñòü. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, áðîøåííàÿ â � 1� 2� 3 , ïîïàëà â

� M � 2� 3 , ðàâíà p1 = (1 � x)=2. Àíàëîãè÷íî, äëÿ � 1� 3� 4 : p2 = (1 � y)=2. Äëÿ � 1� 6� 11 :

p3 = � (2 + 3x + 3y)=4. Äëÿ � 1� 5� 12 : p4 = � (4 + 3x + 3y)=4. Ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé

N1(x; y) =
1
32

(1 � x)(1 � y)(2 + 3 x + 3y)(4 + 3 x + 3y) : (11)

Ïðè ïîñòðîåíèè N5(x; y) ðàññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèêè: � 5� 2� 3 , � 5� 4� 1 , � 5� 6� 10 è

� 5� 3� 4 . Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè òàêîâû:

p1 =
3
4

(1 � x) ; p2 =
3
2

(1 + x) ; p3 = �
1
2

(3x + y) ; p4 =
1
2

(1 � y) :

Ïî ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷àåì

N5(x; y) = �
9
32

(1 � x2)(1 � y)(3x + y) : (12)

Îñòàëüíûå ôóíêöèè àëüòåðíàòèâíîãî áàçèñà áèêóáè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ëåãêî ïî-

ëó÷àþòñÿ èç (11) è (12) ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò x è y .
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Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ åñòåñòâåííûì äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì åäèíè÷íîé íà-

ãðóçêè ïî óçëàì: â óãëîâûõ óçëàõ ïî 1/8, â ïðîìåæóòî÷íûõ � ïî 1/16. Çàìåòèì, ÷òî

íàãðóçêà ðàñïðåäåëåíà ïîðîâíó ìåæäó óãëîâûìè è ïðîìåæóòî÷íûìè óçëàìè, è â ýòîì

îòíîøåíèè ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âðÿä ëè íóæäàåòñÿ â óëó÷øåíèè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîä-

òâåðäèë ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè àäåêâàòíîãî ñïåêòðà óç-

ëîâûõ íàãðóçîê íà ñåðåíäèïîâîì áèêóáè÷åñêîì ýëåìåíòå. Åñëè ïîòðåáóåòñÿ êîððåêöèÿ

ñïåêòðà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âçâåøåííûì óñðåäíåíèåì ñòàíäàðòíîãî (10) è àëü-

òåðíàòèâíîãî (11) è (12) áàçèñîâ. Î äðóãèõ ñïîñîáàõ ãåíåðèðîâàíèÿ àëüòåðíàòèâíûõ

ìîäåëåé ñåðåíäèïîâûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî óçíàòü èç ïóáëèêàöèé [8,9].

Âûâîäû. Ãëóáîêàÿ è ïëîäîòâîðíàÿ èäåÿ Êóðàíòà î êóñî÷íî-ïëàíàðíîé àïïðîêñè-

ìàöèè ôèíèòíûõ ôóíêöèé ïîëó÷èëà ïðîñòîå âåðîÿòíîñòíîå èñòîëêîâàíèå. Ýòî äàåò

íàãëÿäíûé è óäîáíûé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ àëüòåðíàòèâíûõ áàçèñîâ íà òðåóãîëüíûõ

è êâàäðàòíûõ ýëåìåíòàõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
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PROBABILISTIC NATURE OF PEACE-WISE PLANAR APPROXIMATION
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Abstract. It is shown the p ossibility of functions-"hal�ids"application for the construction of

higher order basis functions on the triangular and square �nite elements.

Key words: �nite element, p eace-wise planar approximation, functions-"hal�ids".
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ÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß Î ÒÅÏËÎÏÅÐÅÍÎÑÅ

Â ÏÎËÈÌÅÐÍÛÕ ÍÀÍÎÊÎÌÏÎÇÈÒÀÕ

À.Â. Íèêèòèí, Â.À. Ëèîïî, Ñ.Â. Àâäåé÷èê, Â.À. Ñòðóê

Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ãðîäíî, Áåëîðóññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíû ìîäåëè òåïëîïåðåíîñà â êîìïîçèöèîííûõ ïîëèìåðíûõ ìàòåðè-

àëàõ, ñîäåðæàùèõ äèñïåðñíûå íàïîëíèòåëè. Ïðèâåäåíû âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö íà-

ïîëíèòåëÿ â îáúåìå êîìïîçèòà. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà òåïëîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

êîìïîçèòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà è ñòðóêòóðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò, òåïëîïåðåíîñ, ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû, ôðàêòàë .

Ââåäåíèå. Ðàñ÷åò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèöèîííûõ ñèñòåì áàçèðóåòñÿ íà ïðèí-

öèïå îáîáùåííîé ïðîâîäèìîñòè. Â ýòîì ìåòîäå êîìïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà çàìåíÿåòñÿ îä-

íîðîäíîé ñèñòåìîé ñ ïðîâîäèìîñòüþ, îáåñïå÷èâàþùåé îäèíàêîâûé òåïëîâîé ïîòîê. Äëÿ

êîìïîçèöèîííûõ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ âûäåëÿåòñÿ ìàñøòàáíî-çíà÷èìûé

(ïðåäñòàâèòåëüíûé) ýëåìåíò, ðàçìåðû êîòîðîãî ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà

âêëþ÷åíèÿ, íî íàìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà îáðàçöà êîìïîçèòà [1]. Ýôôåê-

òèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîãî ýëåìåíòà ìîæåò ïðèíèìàòüñÿ, êàê êî-

ýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû.

Ñòðóêòóðà êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû ìîäåëèðóåòñÿ íà ðåøåòêàõ ðàçëè÷íîãî òèïà.

Çàòåì, äëÿ äàííîé ãåîìåòðèè ñèñòåìû ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ðàáîòå

[2] ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè è âðåìåíè

óñòàíîâëåíèÿ êâàçèîäíîðîäíîñòè äëÿ äèñïåðñíûõ ìàòåðèàëîâ, ðåàëèçóåìîé â ðàìêàõ

íåñòàöèîíàðíîé òåïëîâîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà äëÿ ðàñ÷åòà õà-

ðàêòåðèñòèê ñëîèñòûõ ñèñòåì. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðóêòóðû äèñïåðñíîé ñèñòåìû

è åå âëèÿíèå íà ïðîöåññû ïåðåíîñà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [3].

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå. Èçâåñòíû ìîäåëè òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèöèîííûõ

ñèñòåì, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîä-

íîñòè êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû. Â îñíîâíîì îíè ñâîäÿòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíîãî

êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ýòîãî ïàðàìåòðà

äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíòîâ è c ó÷åòîì ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïîëíèòåëÿ. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ íà ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè òåïëîôèçè÷å-

ñêèõ ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû è êîìïîíåíòîâ íàïîëíèòåëÿ, à òàêæå ñòðóêòóðû êîìïîçèöè-

îííîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàñøòàáíî çíà÷èìûé ýëåìåíò. Â îáùåì ñëó÷àå âûáîð

ýòîãî ýëåìåíòà çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ íàïîëíèòåëÿ, ñîîòíîøåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è íàïîëíèòåëÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ

íàïîëíèòåëÿ â ìàòðèöå. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò

òåïëîïðîâîäíîñòè ïî çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè îòäåëüíûõ êîìïî-

íåíòîâ êîìïîçèòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ìîäåëåé áèíàðíîãî êîìïîçèòà. Ìîäåëü

Ìàêñâåëëà [4]:

� e� = � 1

�
� 2 + 2� 1 � 2� 2(� 1 � � 2)
� 2 + 2� 1 + � 2(� 1 � � 2)

�
; (1)
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ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

� e� =
�

(3� 1 � 1)� 1+(3 � 2 � 1)� 2 )
4

�
+

� �
(3� 1 � 1)� 1+(3 � 2 � 1)� 2 )

4

� 2
+ � 1 � 2

2

� 0;5

;
(2)

ìàòðè÷íàÿ ìîäåëü:

� e� = � 1

�
1 +

� 2

(1 � � 2)=3 + � 1=(� 2 � � 1)

�
; (3)

ìîäåëü Ìàêñâåëëà-Áþðãåðà-Ýéêåíà:

� e� = � 1

�
1 +

1 � (1 � � 2=� 1)L� 2

1 + ( L � 1)� 1

�
; (4)

ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü:

� e� = � 1

�
� 1 � � A

1 � � A

� k

; (5)

ãäå: � e� � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû, � 1 �

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû, � 2 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íàïîë-

íèòåëÿ, � 1 � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìàòðèöû, � 2 � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíèòå-

ëÿ, � A � ïîðîã ïðîòåêàíèÿ, k � êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, ïðèíèìàåìûé ðàâíûì 1,6.

Ïàðàìåòð L â (4) îïðåäåëÿåò ôîðìó ÷àñòèö íàïîëíèòåëÿ è ðàâåí: L = (5 � 1 + � 2)=[3(� 1 +
� 2)] � äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ÷àñòèö íàïîëíèòåëÿ, L = 3� 1=(2� 1 + � 2) � äëÿ øàðî-

âîé ôîðìû ÷àñòèö íàïîëíèòåëÿ; L = ( � 1 + 2� 2)=3� 1 � äëÿ ïëàñòèí÷àòîé ôîðìû ÷àñòèö

íàïîëíèòåëÿ.

Ðèñ. 1. Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè � e� =� 1 ïðè

� 2=� 1 = 2 äëÿ ìîäåëåé òåïëîïðîâîäíîñòè: 1 � Ìàêñâåëëà, 2 � ñòàòèñòè÷åñêàÿ, 3-ìàòðè÷íàÿ, 4

� Ìàêñâåëëà-Áþðãåðà-Ýéêåíà, 5 � ïåðêîëÿöèîííàÿ.

Áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-

âîäíîñòè êîìïîçèòà â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-

ëè÷íûõ ìîäåëåé îñðåäíåíèÿ: � 2=� 1 = 2 (ðèñ. 1), � 2=� 1 = 20 (ðèñ. 2), � 2=� 1 = 200 (ðèñ. 3).



152 ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíà òàêæå êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîïîðöè-

îíàëüíîé ìîäåëè îñðåäíåíèÿ (6). Ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè è çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëåå ïðèåìëåìûìè ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ 2-4.

Íàèáîëåå íàäåæíûì ìåòîäîì (ïîìèìî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî) îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâ-

íîé òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìî-

äåëüíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçè-

öèîííîé ñèñòåìû [5,6]. Òåïëîïðîâîäíîñòü êîìïîçèòà ïðè îäíîé è òîé æå êîíöåíòðàöèè

íàïîëíèòåëÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â áîëüøèõ ïðåäåëàõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íàïîëíèòåëÿ â ìàòðèöå. Îñîáåííî ýòà çàâèñèìîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè áîëü-

øîé ðàçíèöå êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû è íàïîëíèòåëÿ.

Êîìïîçèò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êóáè÷åñêîé ðåøåòêè N � N � N , ÿ÷åéêè êîòîðîé ìî-

ãóò áûòü çàïîëíåíû ëèáî âåùåñòâîì ìàòðèöû, ëèáî âåùåñòâîì íàïîëíèòåëÿ. Ïóñòü

êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíèòåëÿ � n , òîãäà ÷èñëî ÿ÷ååê, ïðèõîäÿùèõñÿ íà íàïîëíèòåëü Nn =
N 3 � � n . Ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû ÿ÷ååê íàïîë-

íèòåëÿ xn ; yn ; zn , è ôîðìèðóåì áèíàðíûé êîìïîçèò ðèñ. 1 (à, á, â).

Ðèñ. 2. Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåï-

ëîïðîâîäíîñòè ïðè � 2=� 1 = 20 .

Ðèñ. 3. Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåï-

ëîïðîâîäíîñòè ïðè � 2=� 1 = 200 .

Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðû íàïîëíèòåëÿ áóäåì îïèñûâàòü, îïèðàÿñü íà

ïîëîæåíèÿ è òåðìèíû òåîðèè ïåðêîëÿöèè. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè ìîæåò ïðèíàä-

ëåæàòü ëèáî ìàòðèöå, ëèáî íàïîëíèòåëþ. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êîíôèãóðàöèè ÷àñòèö

íàïîëíèòåëÿ äëÿ êîíöåíòðàöèé íàïîëíèòåëÿ 0,005 (à), 0,1 (á), 0,4 (â). Îòîáðàæàåòñÿ

öåíòðàëüíîå ñå÷åíèå êóáà. Äâå èëè áîëåå ÿ÷ååê, ïðèíàäëåæàùèå íàïîëíèòåëþ è èìå-

þùèå îáùèå ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè. Ñîâîêóïíîñòü ñâÿçàííûõ ÿ÷ååê îáðàçóåò

êëàñòåð. Åñëè êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíèòåëÿ ìàëà, òî êëàñòåðû âîîáùå ìîãóò íå îáðàçîâû-

âàòüñÿ (ðèñ. 4 à.) Ïðè áîëüøèõ êîíöåíòðàöèÿõ íàïîëíèòåëÿ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ êëàñòåðû,

ïðîñòèðàþùèåñÿ îò îäíîé ñòîðîíû ðåøåòêè äî äðóãîé (ðèñ. 4 â.).

Òàêèå êëàñòåðû íàçûâàþò ïðîòåêàþùèìè. Ìèíèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíèòå-

ëÿ, ïðè êîòîðîé îáðàçóåòñÿ ïåðêîëÿöèîííûé êëàñòåð ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé êîíöåíòðà-
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öèåé pc . Äëÿ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé áåñêîíå÷íûõ ðåøåòîê ýòè çíà÷åíèÿ ïîðîãîâîé

êîíöåíòðàöèè ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 0,59 è 0,31 [6]. Ïîðîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü pc äëÿ

ðåøåòîê ìàëîãî ðàçìåðà èìååò áîëüøîé ðàçáðîñ â çíà÷åíèÿõ è èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

îò 0,4 äî 0,9

Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòðóêòóðû êëàñòåðà ÿâëÿåòñÿ äëèíà ñâÿçíîñòè � .

Îíà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç íèõ � ÷åðåç ðàäèóñ öèðêóëÿ-

öèè � q:

� q = < r 2 > 0:5=
h1

S

SX

q=1

(xq � xm )2 + ( yq � ym )2 + ( zq � zm )2
i 1=2

; (6)

ãäå

xm =
1
S

SX

q=1

xq ; ym =
1
S

SX

q=1

yq ; zm =
1
S

SX

q=1

zq ;

ãäå S � ÷èñëî ÷àñòèö â êëàñòåðå.

Ðèñ. 4. Âàðèàíòû êîíôèãóðàöèè íàïîëíèòåëÿ: a, á, â � ñëó÷àéíûé, êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíè-

òåëÿ 0,005, 0,1, 0,4; ã-ñ � ïðîäîëüíûìè âîëîêíàìè, êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ 0,3;

ä-ñ � ïîïåðå÷íûìè âîëîêíàìè, 0,3; å � êëàñòåðíûé, 0,3; æ � êëàñòåðíûé èç ðàñòâîðà, 0,3.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 4, äëèíà ñâÿçíîñòè èìååò ïîðÿäîê ðàçìåðà ÷àñòèöû (à), ñ óâå-

ëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ îíà óâåëè÷èâàåòñÿ (á) è, íàêîíåö, ïðè ïîðîãîâîé

êîíöåíòðàöèè èìååò ðàçìåð ïîðÿäêà ðåøåòêè (â). Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ ïåðêî-

ëÿöèîííûé êëàñòåð. Äëÿ ãåíåðàöèè êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû ñ çàäàííîé êîíöåíòðàöèåé

íàïîëíèòåëÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Ïîëîæåíèå ÿ÷åéêè ðåøåòêè

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñàìè l; m; n , ñîîòâåòñòâóþùèìè îñÿì x; y; z:
Èíäåêñû ìåíÿþòñÿ îò 1 äî N . ×èñëî N � ðàçìåð ðåøåòêè, èëè ÷èñëî ÿ÷ååê â íàïðàâ-

ëåíèè êàêîé ëèáî èç îñåé êîîðäèíàò. Çàäàåòñÿ çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ pn ,
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íàïðèìåð, ðàâíîå 0,2. Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàþòñÿ âñå ÿ÷åéêè ðåøåòêè. Äëÿ

êàæäîé èç íèõ ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî p" â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1. Åñëè äëÿ ÿ÷åé-

êè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, òàêîå ÷òî p" < p n , òî ýòà ÿ÷åéêà ñòàíîâèòñÿ íàïîëíèòåëåì.

Ïðè îïèñàííîì âûøå ìåòîäå ãåíåðàöèè êëàñòåðîâ çàäàâàåìîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè

íàïîëíèòåëÿ pn íå ñîâïàäàåò òî÷íî ñ îòíîøåíèåì ÷èñëà ÿ÷ååê, ïðèíàäëåæàùèõ íàïîëíè-

òåëþ ê ïîëíîìó ÷èñëó ÿ÷ååê. Îäíàêî ýòî íåñîîòâåòñòâèå óñòðàíÿåòñÿ âûáîðîì áîëüøåãî

÷èñëà ÿ÷ååê. Ïóñòü Np � ïîëíîå ÷èñëî ÿ÷ååê ðåøåòêè. Òîãäà ïîãðåøíîñòü îòíîøåíèÿ

Nn=Np â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ðåøåòêè N óæå ïðè ðàçìåðàõ ðåøåòêè áîëåå 30 íå

ïðåâûøàåò 1%. Èñïîëüçóÿ ýòîò ìåòîä ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðîã ïðîòåêàíèÿ. Ïîðîãî-

âàÿ âåðîÿòíîñòü pc äëÿ ðåøåòîê ìàëîãî ðàçìåðà èìååò áîëüøîé ðàçáðîñ â çíà÷åíèÿõ è

èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,4 äî 0,9. Äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ áåñêîíå÷íûõ ðåøåòîê õà-

ðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ pc ïðèâåäåíû â [6]. Òàê äëÿ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê ýòè

çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 0,59 è 0,31. Ïðè ãåíåðèðîâàíèè ñòðóêòóðû íàïîë-

íèòåëÿ ïî âàðèàíòó ¾1-ñëó÷àéíûé¿ áûëà èñïîëüçîâàíà âûøå ïðèâåäåííàÿ ìåòîäèêà.

Â ñëó÷àå ãåíåðèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû íàïîëíèòåëÿ â âèäå âîëîêîí íà êóáè÷åñêîé ðå-

øåòêå ôîðìèðóåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ íàïîëíèòåëÿ, êàê è â âàðèàíòå ñî ñëó÷àéíûì ðàñ-

ïîëîæåíèåì ÷àñòèö íàïîëíèòåëÿ. Çàòåì âñå ÿ÷åéêè â íàïðàâëåíèè îñè X, â êîòîðûõ

ñîäåðæèòñÿ íàïîëíèòåëü, îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó íèòü, ñîñòîÿùóþ èç N f ÿ÷ååê. Ïîëîæå-

íèå íà÷àëà íèòè L (çíà÷åíèå èíäåêñà l ) âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äèàïàçîíå

îò 1 äî N . Åñëè äëèíà íèòè N f > N � L + 1 , òî, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè L , ðàçìåùàþòñÿ

òîëüêî N � L + 1 ÿ÷ååê íèòè. Îñòàëüíûå N f � (N � L + 1) ÿ÷ååê íèòè ðàçìåùàþòñÿ â

ýòîì æå ðÿäó ñ ïîçèöèè 1. Íà ðèñ. 4 ã è 4 ä ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåàëèçàöèè ýòîãî

àëãîðèòìà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû íàïîëíèòåëÿ â âèäå âîëîêîí.

Â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû íàïîëíèòåëÿ â âèäå êëàñòåðîâ íà êóáè÷åñêîé

ðåøåòêå ãåíåðèðóåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ íàïîëíèòåëÿ ïî ìåòîäó Âèòòåíà-Ñàíäåðà [7]. Â

ðåçóëüòàòå, ñîçäàåòñÿ ñòðóêòóðà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 4 å. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò

ôîðìèðîâàòü ìîäåëüíûå îáúåêòû ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïðåä-

ñòàâëåí êëàñòåð (ðèñ. 4 æ), ïîëó÷åííûé ìåòîäîì êëàñòåð-êëàñòåðíîé àãðåãàöèè.

Ðèñ. 5. Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè áèíàðíîé êîì-

ïîçèöèîííîé ñèñòåìû. Ñîñòàâ êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò õàðàêòå-
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ðèçîâàòüñÿ îáúåìíûìè êîíöåíòðàöèÿìè êîìïîíåíòîâ � i . Ââåäåì ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî-

ãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, ïðèíÿâ çà 1 êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàò-

ðèöû:

�
0

i =
� i

� m
; (7)

ãäå �
0

i � îòíîñèòåëüíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè i -ãî êîìïîíåíòà; � m � êîýôôè-

öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû.

Îïèøåì àëãîðèòì ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè áèíàð-

íîé êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû. Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: � n � êîíöåíòðàöèÿ íà-

ïîëíèòåëÿ; N � ëèíåéíûé ðàçìåð ðåøåòêè; Nn � ÷èñëî ÿ÷ååê, ïðèõîäÿùèõñÿ íà íà-

ïîëíèòåëü; xn ; yn ; zn � êîîðäèíàòû ÿ÷ååê íàïîëíèòåëÿ; pc � ïîðîãîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ;

� � äëèíà ñâÿçíîñòè; � q � ðàäèóñ öèðêóëÿöèè; S � ÷èñëî ÷àñòèö â êëàñòåðå; l; m; n �

èíäåêñû ÿ÷ååê, ñîîòâåòñòâóþùèå îñÿì x; y; z ; � � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè i -ãî

êîìïîíåíòà; �
0

i � îòíîñèòåëüíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè i -ãî êîìïîíåíòà; � m �

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû; St � ïåðèîä ðåøåòêè; � x = � y = � z = S øàã

ñåòêè ðàçáèåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ; Nx ; Ny ; Nz � ÷èñëî óçëîâ

ñåòêè ïî íàïðàâëåíèÿì îñåé x; y; z ; Te; Tb � òåìïåðàòóðû ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòÿõ

x = St � N è x = 0 ; T
0

e; T
0

b � îòíîñèòåëüíûå òåìïåðàòóðû ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòÿõ

x = St � N è x = 0 ; �
0

m ; �
0

n � îòíîñèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû

è íàïîëíèòåëÿ; T
0

i;j;k � îòíîñèòåëüíàÿ òåìïåðàòóðà â óçëàõ ñåòêè; �
0

ijk � îòíîñèòåëüíûé

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè â óçëàõ ñåòêè; qi ; q0
i � ñðåäíèé òåïëîâîé ïîòîê è îòíîñè-

òåëüíûé ñðåäíèé òåïëîâîé ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè ; q
ñð. i ; q0

ñð. i

� ñðåäíèé òåïëîâîé ïîòîê è îòíîñèòåëüíûé òåïëîâîé ïîòîê â íàïðàâëåíèè îñè ; � c; �
0

c
� ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíûé

è îòíîñèòåëüíûé. Ñòðóêòóðà àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ:

1. Çàäàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíèòåëÿ � n .

2. Çàäàåòñÿ ðàçìåð ðåøåòêè N è åå ïåðèîä St .

3. Íà N -ðàçìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ãåíåðèðóåòñÿ ñòðóêòóðà íàïîëíèòåëÿ ñ ïî-

ìîùüþ îäíîãî èç âûøå îïèñàííûõ ìåòîäîâ. Îïðåäåëÿþòñÿ ÿ÷åéêè, ïðèíàäëåæàùèå

íàïîëíèòåëþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðêåðû ïðèñâàèâàþòñÿ ýëåìåíòàì òðåõìåðíîãî ìàñ-

ñèâà. Ìàðêåð íàïîëíèòåëÿ � 1, ìàòðèöû � 0.

4. Çàäàåòñÿ øàã ñåòêè ðàçáèåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ � x =
� y = � z = S. Ýòîò øàã ëèáî ðàâåí, ëèáî ìåíüøå ïåðèîäà ðåøåòêè St . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,

êîãäà S = St , óçëû ñåòêè ðàçáèåíèÿ ðàçìåùàþòñÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê.

5. Âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî óçëîâ ñåòêè ïî íàïðàâëåíèÿì îñåé: Nx = Ny = Nz = StN=S+1 .

6. Â òðåõìåðíûé ìàññèâ òåìïåðàòóð çàíîñèì òåìïåðàòóðû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè.

T
0

i;j;k = T
0

b = 1; i = 1; Ny > = j > = 1; Nz > = k > = 1;

T
0

i;j;k = T
0

e; i = Nx ; Ny > = j > = 1; Nz > = k > = 1;

ãäå T
0

e = Te=Tb; T
0

e = Te=Tb.
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7. Â òðåõìåðíûé ìàññèâ òåìïåðàòóð T1 çàíîñèòñÿ íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà âî âíóò-

ðåííèõ óçëàõ ñåòêè T
0

0 .

T
0

i;j;k = T
0

0; Nx > i > 1;Ny + 1 > = j > = 0; Nz + 1 > = k > = 0:

Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî.

8. Â òðåõìåðíûé ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòåé çàíîñÿòñÿ êîýôôèöè-

åíòû òåïëîïðîâîäíîñòè � i;j;k â óçëàõ ñåòêè äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé èíäåêñîâ i; j; k . Ïî

çíà÷åíèÿì èíäåêñîâ ñåòêè i; j; k âû÷èñëÿþòñÿ èíäåêñû ðåøåòêè l; m; n .

l = Int[� x � (i � 1)=S] + 1 ; m = Int[� y � (j � 1)=S] + 1 ; n = Int[� z � (k � 1)=S] + 1 ;

Nx � i � 1 ; Ny � j � 1 ; Nz � k � 1 ;

�
0

m = � m=� m = 1 ; �
0

n = � n=� m :

9. Çàíîñÿòñÿ çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû âî âíóòðåííèå óçëû ñåòêè T
0

0 .

10. Âû÷èñëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè è çàíîñèì â òðåõìåðíûé

ìàññèâ 2 .

T
0

ijk =
nh

T
0

i � 1;jk

�
0

ijk � �
0

i � 1;jk

� x2
+ T

0

i;j � 1;k

�
0

ijk � �
0

i;j � 1;k

� y2
+ T

0

i;j;k � 1

�
0

ijk � �
0

i;j;k � 1

� z2

i
�

� �
0

ijk

hT
0

i � 1;jk � T
0

i +1 ;jk

� x2
+

T
0

i;j � 1;k + T
0

i;j +1 ;k

� y2
+

T
0

i;j;k � 1 + T
0

i;j;k +1

� z2

io
�

�
nh �

0

ijk � �
0

i � 1;jk

� x2
+

�
0

ijk � �
0

i;j � 1;k

� y2
+

�
0

ijk � �
0

i;j;k � 1

� z2

i
� 2�

0

ijk

h 1
� x2

+
1

� y2
+

1
� z2

io � 1

äëÿ Nx > i > 1, Ny � j � 1, Nz � k � 1,

11. Âû÷èñëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöàõ ðåøåòêè è çàíîñèòñÿ â òðåõìåðíûé ìàñ-

ñèâ Ò 2 .

T
0

i; 0;k = T
0

i; 2;k ; Nx > i > 1; Nz > k > 1;

T
0

i;N y +1 ;k = T
0

i;N y � 1;k ; Nx > i > 1; Nz > k > 1;

T
0

i;j; 0 = T
0

i;j; 2; Nx > i > 1; Ny > j > 1;

T
0

i;j;N z +1 = T
0

i;j;N z � 1; Nx > i > 1; Ny > j > 1;

12. Çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû â êàæäîì óçëå ñðàâíèâàþòñÿ íà ïðåäûäóùåì è ïîñëåäó-

þùåì øàãàõ.

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî óçëà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

j T
0

i;j;k ( ìàññèâ T1) � T
0

i;j;k ( ìàññèâ T2) j > � ;

òî çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà 2 ïðèñâàèâàþòñÿ ýëåìåíòàì ìàññèâà 1 è îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïåðåõîä ê ïóíêòó 10. Åñëè äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòêè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

j T
0

i;j;k ( ìàññèâ T1) � T
0

i;j;k ( ìàññèâ T2) j < = � ;
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òî ñëåäóåò ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

13. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñðåäíèé òåïëîâîé ïîòîê ÷åðåç ïëîñêîñòè i = 1; 2: : : Nx � 1

qi =
1

Ny � Nz

NyX

j

NzX

k

(�
0

i;j;k + �
0

i +1 ;j;k )� m

2

(T
0

i +1 ;j;k � T
0

i;j;k )Tb

� x

èëè â áåçðàçìåðíîì âèäå:

q0
i = qi

� x
� m Tb

=
1

Ny � Nz

NyX

j

NzX

k

(�
0

i;j;k + �
0

i +1 ;j;k )

2
(T

0

i +1 ;j;k � T
0

i;j;k ) :

14. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñðåäíèé òåïëîâîé ïîòîê â íàïðàâëåíèè îñè x

�qi =
1

Nx � 1

Nx � 1X

i =1

qi

èëè â áåçðàçìåðíîì âèäå

�q0
i =

1
(NG � 1)

1
Ny � Nz

Nx � 1X

i =1

NyX

j

NzX

k

(�
0

i;j;k + �
0

i +1 ;j;k )

2
(T

0

i +1 ;j;k � T
0

i;j;k ) :

15. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà

� c =
�qi � L x

Te � Tb

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà áûë ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû è èñ-

ïîëüçîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìàñøòàáíî-

çíà÷èìîãî ýëåìåíòà êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû (ÌÇÝ).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ êîíôèãóðàöèè íàïîëíèòåëÿ â ìàòðèöå: ñî

ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì; c íàïîëíèòåëåì â ôîðìå ïðîäîëüíûõ âîëîêîí; ñ ïîïåðå÷-

íûì ðàñïîëîæåíèåì âîëîêîí; êëàñòåðíûé; êëàñòåð-êëàñòåðíûé; áëî÷íûé, ôðàêòàëü-

íûé. Äëÿ âñåõ ýòèõ âàðèàíòîâ âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû îòíîñèòåëüíîãî ýôôåê-

òèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè áèíàðíîãî êîìïîçèòà � e� =� 1 ïðè ðàçëè÷íûõ

êîíöåíòðàöèÿõ íàïîëíèòåëÿ ( 0:3 � � 2 � 0:55) è îòíîñèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè íàïîëíèòåëÿ ( 10 � � 2=� 1 � 410).

Áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-

âîäíîñòè êîìïîçèòà â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðè-

àíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ íàïîëíèòåëÿ â ìàòðèöå: ïðîäîëüíîå (ðèñ. 6), ïîïåðå÷íîå (ðèñ. 7)

è ñëó÷àéíîå (ðèñ. 8).

Áûëè òàêæå âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ìàñøòàáíî-çíà÷èìîãî ýëåìåíòà îò ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè íàïîëíèòåëÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíî ãåíåðèðîâàëè ìîäåëüíûé ýëåìåíò ñ çàäàííîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíî-

ñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ñ íàïîëíèòåëåì, èìåþùèì
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ñòðóêòóðó ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè

äëÿ ìàòðèöû ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 2, à äëÿ íàïîëíèòåëÿ 200. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü

íà ìàòðèöàõ ðàçìåðîì 100� 100; 150� 150. Ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëåí íà

ðèñ. 9, 10 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 6. Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýôôåê-

òèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíî-

ñòè � e� =� 1 áèíàðíîãî êîìïîçèòà ïðè

ïðîäîëüíîé îðèåíòàöèè íàïîëíèòåëÿ: 1

� � 2 = 0 ; 55; 2 � 0,50; 3 � 0,45; 4 � 0,40; 5

� 0,35; 6 � 0,3. Ðåøåòêà 50� 50� 4.

Ðèñ. 7. Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýô-

ôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-

âîäíîñòè � e� =� 1 áèíàðíîãî êîìïîçè-

òà ïðè ïîïåðå÷íîé îðèåíòàöèè íà-

ïîëíèòåëÿ: 1 � � 2 = 0; 55; 2 � 0,50;

3 � 0,45; 4 � 0,40; 5 � 0,35; 6 � 0,3.

Ðåøåòêà 50� 50� 4.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè âîçðàñòàåò òàêæå è

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. ×åì áîëüøå ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, òåì ïëîòíåå

ïåðêîëÿöèîííûé êëàñòåð, îáðàçóåìûé íàïîëíèòåëåì. Òåïëîïðîâîäíîñòü íàïîëíèòåëÿ

íà äâà ïîðÿäêà âûøå òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû, ïîýòîìó ñ ðîñòîì äîëè íàïîëíèòåëÿ

â êîìïîçèòå âîçðàñòàåò è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âñåé ñèñòåìû.

Ðèñ. 8. Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè � e� =� 1

áèíàðíîãî êîìïîçèòà ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè íàïîëíèòåëÿ: 1 � � 2 = 0 ; 55, 2 � 0,50,

3 � 0,45, 4 � 0,40, 5 � 0,35, 6 � 0,3. Ðåøåòêà 50� 50� 4.
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Ðîñò òàêîãî êîýôôèöèåíòà íîñèò ñòåïåííîé õàðàêòåð, ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì îáëà-

ñòè ãåíåðàöèè âîçðàñòàåò òàêæå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî

ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïåðêîëÿöèîííîãî êëàñòåðà çàâèñèò îò ðàçìåðîâ îáëàñòè ãå-

íåðàöèè. Ó ìàòðèö, ðàçìåðû êîòîðûõ ìåíüøå 150, ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñ ðîñòîì

îáëàñòè ãåíåðàöèè âîçðàñòàåò.

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåï-

ëîïðîâîäíîñòè îò ôðàêòàëüíîé ðàçìåð-

íîñòè D ó ìàòðèöû 100/100.

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà

òåïëîïðîâîäíîñòè îò ôðàêòàëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè D ó ìàòðèöû 150/150.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëî-

ïðîâîäíîñòè áèíàðíîé êîìïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ íàïîëíèòåëÿ. Ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ýôôåêòèâ-

íîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè íàïîë-

íèòåëÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ íàïîëíèòåëÿ â ìàòðèöå: ïðîäîëüíîãî,

ïîïåðå÷íîãî è ñëó÷àéíîãî.
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MODEL REPRESENTATIONS OF THERMAL CONDUCTANCE

IN POLYMER NANOCOMPOSITES

A.V. Nikitin, V.A. Liop o, S.V. Avdeychik, V.A. Struk

Gro dno State University, Gro dno, Belorus

Abstract. Some mo dels of thermal conductance in comp osite p olymer materials which contains

disp ersive packings are prop osed. It is analyzed some lo cation variants of packing particles in the

comp osite volume. The calculation algoritm of thermal characteristics of comp osites is develop ed.

Key words: comp osite, thermal conductance, p olymer materials, fractal.
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ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÎÖÅÍÊÈ ÍÀÍÎÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ ×ÀÑÒÈÖ

Â.À. Ëèîïî, Â.À. Ñòðóê, Å.Â. Îâ÷èííèêîâ, Ñ.Â. Àâäåé÷èê, Í.Â. Ìàëàé

Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ãðîäíî, Áåëîðóññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ïðîâåäåíà îöåíêà ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè äèôðàêöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (êðóïíîñòè) ÷àñòèö. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà ðåíòãåíîâñêîé äèôðàêòîìåòðèè äëÿ ïðÿìîãî è îòíîñèòåëüíîãî ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ íà-

íî÷àñòèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôðàêöèîííûå ìåòîäû, íàíî÷àñòèöû, ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû.

Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè àíàëèçå ïîëèêðèñòàëëîâ äèôðàêöèîííûìè ìåòîäàìè ñóùå-

ñòâåííîå âëèÿíèå íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îêàçûâàþò ñòåïåíü äèñïåðñíîñòè ÷àñòèö è

òåìïåðàòóðà [1,2]. Ïîýòîìó èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëå Øåðåðà è ôàêòîðå

Äåáàÿ-Âàëëåðà, ìîæíî äëÿ ÷àñòèö îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ óñòàíîâèòü ñâÿçü òåìïåðàòóðíîãî è

ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðîâ. Ýòî îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêå íà-

íîñîñòîÿíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö íà áàçå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè òåìïåðàòóðíîãî ýêâèâàëåíòà ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàíîðàçìåðíûõ êâàçèêðèñòàëëîâ.

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå. Ïðè îïèñàíèè ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ íà îáú-

åêòàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó [1,2]

A (S) =
NX

j =1

f j (S) exp(2�i ~S~rj ) ; (1)

ãäå ~rj � ðàäèóñ-âåêòîð j -òîãî àòîìà îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî íà÷àëà êîîðäèíàò, f (S) � àòîì-

íàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ j -òîãî àòîìà;

~S � âåêòîð îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîé, ÷òî j ~Sj =
2 sin�=� , � � ÷àñòîòà ôîíîíà, � � äëèíà âîëíû ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ, # � áðýãîâñêèé óãîë

# = 0 ; 5' , ãäå ' � óãîë ìåæäó ïàäàþùèì è ðàññåÿííûì ëó÷àìè (óãîë ðàññåÿíèÿ èëè óãîë äè-

ôðàêöèè), A(S) � àìïëèòóäà ðàññåÿííîãî ëó÷à, N � ÷èñëî àòîìîâ â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå.

Âåëè÷èíà f (S) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

f (S) =
Z

Vam

�
�

~R
�

dV ; (2)

ãäå �
�

~R
�

� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ íà îñíîâå êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î ñòðîåíèè ýëåêòðîííûõ àòîìíûõ îðáèòàëåé. Èíòåãðèðîâàíèå â

(2) ïðîâîäèòñÿ ïî îáúåìó àòîìà Vam . Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà àòîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîèçâîëü-

íîé ñèììåòðèåé, òî f (S) áóäåò çàâèñåòü îò âçàèìîîðèåíòàöèè ïàäàþùåãî

~K 0 è ðàññåÿííîãî

~K

ëó÷åé

� �
�
� ~K 0

�
�
� =

�
�
� ~K

�
�
� = 1

�
. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå, f (S) � âåëè÷èíà òåíçîðíàÿ,

f �� (S) = fK 0
� K � ; (3)
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ãäå K 0
� = k0

x ; k0
y ; k0

z , K � = kx ; ky ; kz , òî åñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèÿìè ïàäàþùåãî è ðàññåÿí-

íîãî ëó÷åé íà îñè êîîðäèíàò (x; y; z) . Îäíàêî, îòëè÷èå àòîìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé

ïëîòíîñòè îò ñôåðû ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò, è, êðîìå òîãî, êàðòèíà ðàññåÿíèÿ óñðåäíÿåò-

ñÿ ïî ìíîæåñòâó àòîìîâ. Ïîýòîìó â òàáëèöàõ ïðèâåäåíî ëèøü îäíî çíà÷åíèå äëÿ ìîäóëÿ�
�
� ~S

�
�
� = 2 sin �=� .

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ íà êðèñòàëëå, òî ðàññåÿííûå

ëó÷è èìåþò íåíóëåâóþ èíòåíñèâíîñòü òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Âóëüôà-Áðýããà. Äëÿ

êðèñòàëëà çíà÷åíèÿ

~S è ~r â ôîðìóëå (1) ðàâíû

~S ) ~r � = ~a� � h + ~b� � k + ~c� � l =
3X

m=1

~a�
mhm ;

~r = ~ax + ~by+ ~cz =
X

n

~anxn ; (4)

ãäå ~a�
1 = ~a� ;~a�

2 = ~b� ;~a�
3 = ~c� ; ~a� ;~b� ;~c�

� áàçèñ ÿ÷åéêè îáðàòíîé ðåøåòêè êðèñòàëëà; ~a1 = ~a;~a2 =
~b;~a3 = ~c;~a;~b;~c � ðåïåð Áðàâý; h; k; l � êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå èíäåêñû ïëîñêîñòè (èíäåêñû

Ìèëëåðà), x; y; x � êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû; ~r �
� âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè.

Ïðè ðàñ÷åòå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

~S~rj â ôîðìóëå (1) íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî

~a�
m~an = � mn : (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êðèñòàëëîâ óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4) è (5) ïðèìåò âèä:

A (S) ) F (h; k; l ) =
NX

j =1

f j (x; y; z) � exp 2�i (hx j + kyj + lzj ) ; (6)

ãäå F (h; k; l ) � ñòðóêòóðíàÿ àìïëèòóäà ðåôëåêñà îò ïëîñêîñòè (hkl ) , îïðåäåëÿåìàÿ êàê àìïëè-

òóäà ðåôëåêñà, ðàññåÿííîãî îäíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà, âûðàæåííàÿ â ýëåêòðîííûõ åäèíèöàõ,

N � ÷èñëî àòîìîâ â ÿ÷åéêå êðèñòàëëà.

Â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ àòîìû êîëåáëþòñÿ âîêðóã ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé. Ïðè-

÷åì ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé íåñîèçìåðèìî ìåíüøå âðåìåíè ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü ðàññåÿíèå

íàáëþäàåòñÿ äëÿ îáúåìîâ, â êîòîðûõ êîëåáëåòñÿ àòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì àòîìà, êàê áû,

óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî óìåíüøàåò çíà÷åíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â îòäåëüíûõ òî÷êàõ è ïðèâî-

äèò ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû ñòðóêòóðíîé àìïëèòóäû. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îñëàáëåíèå ñâÿçàíî

ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ïîäõîäà, ðàññìîòðèì âíà÷àëå êðèñòàëë ñ P -ÿ÷åéêîé Áðàâý. Êàæ-

äûé àòîì âñëåäñòâèå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ñìåùàåòñÿ íà âåëè÷èíó � ~r îòíîñèòåëüíî èäåàëüíî-

ãî ïîëîæåíèÿ. Òàê êàê òåïëîâûå êîëåáàíèÿ íå ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì, à ðàññìàòðèâàåòñÿ

îäíîðîäíûé êðèñòàëë ñ èçîäåñìè÷åñêîé ìåæàòîìíîé ñâÿçüþ, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ

àòîìà, âî-ïåðâûõ, íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, ò.å. j� ~rj îïèñûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé,

à, âî-âòîðûõ, ñðåäíåå ñìåùåíèå âñåõ àòîìîâ çà âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà îäèíàêîâî. Òàê êàê â èäå-

àëüíîì ñëó÷àå àòîì íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ñòðóêòóðíàÿ

àìïëèòóäà äëÿ P -òîé ÿ÷åéêè ðàâíà

Fj (h; k; l ) =
X

j

f (S) exp
�

2�i ~S� ~rj

�
: (7)
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Âåñü êðèñòàëë áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïî âñåì ÿ÷åéêàì óñðåäíåííîé ñòðóêòóðíîé àìïëè-

òóäîé, òî åñòü äëÿ êðèñòàëëà

F (h; k; l ) = hFj (h; k; l )i =
X

j

f (S)
D

exp
�

2�i ~S� ~r
�E

; (8)

èíäåêñ j îòñóòñòâóåò, òàê êàê � ~r îäèíàêîâî äëÿ âñåõ àòîìîâ. Òàê êàê expQ
�

Q = 2 � ~S� ~r
�

ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä èìååò âèä:

expQ =
1X

n=0

Qn

n!
; (9)

à âåëè÷èíà � x è, ñëåäîâàòåëüíî, Q äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ÷ëåíàìè

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä. Òîãäà

hexp(2�iS � r )i = 1 + 2 �i ~S h� ~ri � 2� 2S2 h� r i 2 : (10)

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè h� xi = 0 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

D
exp

�
2�i ~S� ~r

�E
= 1 � 2� 2S2 h� r i 2 : (11)

Òàê êàê

� r 2 = � x2 + � y2 + � xz2 = 3� x2 ;

òî, êàê ñëåäóåò èç [1]

Fc (h; k; l ) = f
�

1 �
2
3

� 2S2� 2
x

�
; (12)

ãäå � x � ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå àòîìà âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè ( y èëè z ).

Îáû÷íî ñòðóêòóðíóþ àìïëèòóäó Fc çàïèñûâàþò â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå. Ñ ó÷åòîì ìà-

ëîñòè � x ïîëó÷èì [3, 4]:

hF (h; k; l )i = f � exp (� M ) ; (13)

ãäå

M =
2� 2S2

3
� � 2

x =
8� 2 sin2 #

�
� 2

x

3
: (14)

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâíîñòü ðåôëåêñà ¾íàãðåòîãî¿ êðèñòàëëà óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ

èíòåíñèâíîñòüþ èäåàëüíîãî (õîëîäíîãî, ñ ¾íåïîäâèæíûìè¿ àòîìàìè) êðèñòàëëà â D ðàç, ãäå

âåëè÷èíà

D = exp ( � 2M ) (15)

íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì Äåáàÿ-Âàëëåðà (P.Debye, I.Waller).

Åñëè àíàëèçèðóåòñÿ ìíîãîýëåìåíòíûé êðèñòàëë ñ òî÷å÷íîé ãðóïïîé, îòëè÷íîé îò P , òî

åñòü (I; F; (BC )) , òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âêëàä îò òåïëîâîãî äâèæåíèÿ êàæäîãî àòîìà â

óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ðåôëåêñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå � 2
x , � 2

y , � 2
z áóäóò îïðåäåëÿòü ñðåäíåå êâàä-

ðàòè÷íîå îòêëîíåíèå êàæäîãî àòîìà âäîëü îñåé x , y , z , ñîîòâåòñòâåííî è, åñëè èñïîëüçóåòñÿ

óñðåäíåíèå ïî âñåì àòîìàì, òî è � i ó íèõ òàêæå áóäóò îäèíàêîâûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ôàêòîð

Äåáàÿ-Âýëëåðà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (14) ñ ó÷åòîì (15).
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Äëÿ ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé àìïëèòóäû F â ôîðìóëó (8) ñëåäóåò ââåñòè çíà÷åíèå ôàêòîðà

Äåáàÿ-Âàëëåðà, òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå hF i ïðèìåò âèä:

hF i =
X

f j exp

 

� 2� 2S2 � 2
j

3

!

� exp
�

� 2�i ~S~rj
�

(16)

èëè

hF i =
X

f j exp (� M ) � exp
�

� 2�i ~S~rj
�

; (17)

ãäå

~S � âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè, à M = 2� 2S2� 2=3, � 2
� óñðåäíåííûé êâàäðàò îòêëîíåíèé

àòîìîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü îò èäåàëüíîé ìîäåëè. Òàê êàê ïåðèîä òåïëîâûõ êîëå-

áàíèé ìíîãî ìåíüøå ëþáîãî äèôðàêöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà, òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ïî÷åìó

íåîáõîäèìî ãîâîðèòü î ñðåäíåì çíà÷åíèè ñòðóêòóðíîé àìïëèòóäû (ñì (16) è (17)).

Òàê êàê

S =
2 sin#

�
=

1
d

; (18)

òî

M =
� 2 � 8 sin2 #

� 2 � 2 =
2� 2

3
�
�

�
d

� 2

: (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ðåôëåêñà â ñëåäñòâèè òåïëîâûõ êîëåáàíèé àòîìîâ

óñèëèâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì óãëà ðàññåÿíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé òåïëîåìêîñòè, ðàçðàáîòàííîé Äåáàåì [1, 5], òåïëîâûå êîëåáà-

íèÿ àòîìîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â êðèñòàëëå

âîëí ìåõàíè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, êâàíòû êîòîðûõ, íàçûâàåìûå ôîíîíàìè, õàðàêòåðèçóþòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè

E (� ) = h�

 
1
2

+
1

exp
� h�

kT

�
� 1

!

; (20)

ãäå h; k � ïîñòîÿííûå Ïëàíêà è Áîëüöìàíà ñîîòâåòñòâåííî, T � òåìïåðàòóðà. Ïðè = 0 K

ýíåðãèÿ îñòàòî÷íûõ êîëåáàíèé ðàâíà h�= 2.

Ïðè âîçðàñòàíèè ýíåðãèÿ ðàñòåò. Íî åñëè kT � h� , òî åñòü h�=kT � 1, òî, ðàçëîæèâ

exp
h�
kT

=
1X

n=0

1
n!

�
h�
kT

� n

;

è îãðàíè÷èâøèñü ñëàãàåìûìè âïëîòü äî âòîðîãî âêëþ÷èòåëüíî ñ ó÷åòîì, ÷òî ýíåðãèÿ íóëå-

âûõ (îñòàòî÷íûõ) êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îòñ÷åòà çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïîëó÷èì E = kT .

Òåìïåðàòóðà, âûøå êîòîðîé ýíåðãèÿ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû ëèíåéíî, òî åñòü òåïëîåìêîñòü

Cv = const, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé èëè äåáàåâñêîé òåìïåðàòóðîé � .

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ àòîìà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

òåìïåðàòóðîé Äåáàÿ [1, 5] ðàâíî

� 2 =
9h2

4� 2mk�

�
1
4

+
T
�

f
�

�
T

��
=

9h2T
4� 2mk� 2 �

�
�
T

�
; (21)

ãäå

�
�

�
T

�
=

T
�

Z �=T

0

ydy
expy � 1

: (22)



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. •5(176). Âûï. 34 165

Ãðàôèê ôóíêöèè � ( �=T ) â (22) èìååò âèä, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî ïðè T=� > 0; 7
ýòà ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé. Îòêëîíåíèå îò íåëèíåéíîñòè íå ïðåâûøàåò

3% [1, 3, 4]. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (18), (21) è ðèñ. 1, çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ìîæíî

îïðåäåëèòü èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

M =
8� 2 sin2 #

3� 2 �
9h2

4� 2mk�
�

T
�

=
6� 2h2 sin2 #

mk�� 2 �
T
�

: (23)

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè � ( �=T ) (21, 22).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü òåðìè÷åñêèå ýôôåêòû â äèôðàêöèè ñ âå-

ëè÷èíîé íàíîðàçìåðíîñòè, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì [6],

L 0 =
p

1; 5h
p

km
(� D )� 1=2 : (24)

M = L 2
o �

T
�

�
�

2� sin#
�

� 2

= L 2
0 �

T
�

�
� �

d

� 2
: (25)

Èíòåíñèâíîñòü äèôðàêöèîííîãî ìàêñèìóìà â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [1,2]

I (h; k; l ) = jF (h; k; l )j2 � e� 2M (P LG) � A � p � K ; (26)

ãäå jF (h; k; l )j2 � ñòðóêòóðíûé ôàêòîð äëÿ ïëîñêîñòè (hkl ) ; (P LG) � ôàêòîð ïý-ýëü-æå, îáú-

åäèíÿþùèé ôàêòîðû: ïîëÿðèçàöèè � p, Ëîðåíöà � L , ãåîìåòðè÷åñêèé � G , A � ôàêòîð ïîãëî-

ùåíèÿ, p � ôàêòîð ïîâòîðÿåìîñòè, K � ôàêòîð, âêëþ÷àþùèé ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèé,

çàâèñÿùèõ îò òåõíèêè ýêñïåðèìåíòà è õàðàêòåðèñòèê îáðàçöà. Ôàêòîð K îò óãëà äèôðàêöèè

çàâèñèò â ìàëîé ñòåïåíè, åãî âàðèàöèè ñîèçìåðèìû ñ ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèÿ èíòåíñèâíî-

ñòè. Îñòàëüíûå ôàêòîðû ëèáî òàáóëèðîâàíû, ëèáî ìîãóò ðàññ÷èòûâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêè [6].

Ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòü ðåôëåêñà îáû÷íî âûðàæàþò óðàâíåíèåì:

I (h; k; l ) = C � jF (h; k; l )j2 : (27)

Êîýôôèöèåíò , âêëþ÷àþùèé âåñü íàáîð ôàêòîðîâ, ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò êàê íîðìèðîâî÷íûé

êîýôôèöèåíò, îïðåäåëèâ êîòîðûé ìîæíî ïðèéòè ê èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ êàê êâàäðàòó
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ñòðóêòóðíîé àìïëèòóäû, òî åñòü êàê ñòðóêòóðíûé ôàêòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-

åì (8).

Íà èíòåíñèâíîñòü ðåíòãåíîâñêîãî ðåôëåêñà âëèÿåò òåìïåðàòóðà îáðàçöà T , ïðè÷åì

I T = I 0 � exp (� 2M ) ; (28)

ãäå

I 0 =
X

f j exp
�

2�i ~S~rj
�

: (29)

Âåëè÷èíó I T îïðåäåëÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ó÷åòîì âñåé ïðîöåäóðû íîðìèðîâêè [1, 2, 7].

Ñëåäîâàòåëüíî

exp (� 2M ) =
I 0

I T
: (30)

¾Ïîòåðÿííàÿ¿ âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ðåôëåêñà ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ðàñïðåäå-

ëÿåòñÿ â ôîíå [3].

Èçìåíåíèå âûñîòû ðåôëåêñà, òî åñòü èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè, îïðåäåëÿå-

ìîé óñëîâèåì (30) ìîæåò ïðîèñõîäèòü âñëåäñòâèå äèñïåðãèðîâàííîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî

îáðàçöà. Óìåíüøåíèå âûñîòû ðåôëåêñà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ åãî ïîëóøèðèíû [1, 2]. Ïðè

ýòîì åãî èíòåíñèâíîñòü ðàâíà âåëè÷èíå I 0 (ñì. (3)), íî

I 0 = I L (�2 #) ; (31)

çäåñü I L � ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äèôðàêöèîííîãî ìàêñèìóìà îò ïîëèêðèñòàëëà ñ êðóïíîñòüþ

÷àñòèö L ; (�2 #) � ðàçíîñòü ïîëóøèðèíû ðåôëåêñîâ îáðàçöà ñ ¾êðóïíûìè¿, òî åñòü ñ íå âëè-

ÿþùèìè íà ïðîôèëü ðåôëåêñà ÷àñòèöàìè � êðèñòàëëèòàìè, è ñ êðèñòàëëèòàìè ñ ðàçìåðîì

L .

Åñëè I 0=IT = I 0=IL , òî óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ðåôëåêñà ïðè íàãðåâàíèè ñòàíåò îäèíà-

êîâûì ñ óìåíüøåíèåì âûñîòû ìàêñèìóìà ðåôëåêñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (31) è (31)

(�2 #) = exp ( � 2M ) : (32)

Âåëè÷èíà (�2 #) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Øåððåðà

�2 # =
�

L � cos#
: (33)

Çíà÷åíèå îïðåäåëåíî óñëîâèåì (6), ñëåäîâàòåëüíî

L =
C

� (2 #)
�

2d
p

4d2 � � 2
(34)

�
L cos#

= exp
�
2L 2

0
T
�

� �
d

� 2
�

= exp AT; (35)

ãäå

A = 2L 2
0

� 2

d2�
: (36)

Èç (7-9) ñëåäóåò, ÷òî

L = exp ( A � T) �
�

cos#
: (37)
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Ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ôîðìóëó (9), îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà âåùåñòâà, íî äëÿ ïðèáëèçèòåëü-

íîé îöåíêè ñâÿçè ìåæäó çíà÷åíèÿìè � L=L è òåìïåðàòóðíûì (ýíåðãåòè÷åñêèì) èçìåíåíèåì

ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ìîæíî ïðèíÿòü ñëåäóþùåå óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ: L � 15 íì ; d (# = 30 � ) =
0; 15 íì ; � � 500K, � = 0 ; 15 íì, òî åñòü èç (8) ñëåäóåò A � 400.

ln L = ln
�

cos#
� AT : (38)

Îòñþäà

�L
L

= � A�T � � 400�T : (39)

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ðàñ÷åòà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íàíî÷àñòèöû âñëåäñòâèå ïîâûøåíèÿ

ðîëè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññèâíûì îáðàçöîì è ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ íà äè-

íàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàçìåðíîãî ôàêòîðà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó åå èçìåíåíèÿìè ðàçìåðîâ

è ýíåðãèåé, êîòîðóþ ìîæíî îöåíèòü ïî òåìïåðàòóðíîé øêàëå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óìåíüøå-

íèè ðàçìåðà îáðàçöà íà 1% ïðîèçîéäåò (ïðè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ), ¾óâåëè÷åíèå

òåìïåðàòóðû¿ íà âåëè÷èíó �T = 2 ; 5 � 10� 5
K, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óìåíüøåíèþ ýíåðãèè íà âå-

ëè÷èíó �E = K (�T ) � 3; 5 � 10� 28
Äæ. Èçìåíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàíî÷àñòèö ïî

ñðàâíåíèþ ñ èõ îáùèìè àíàëîãàìè ôèçè÷åñêè îáîñíîâàíî òåì, ÷òî äëÿ ÷àñòèö ñïåêòð êîëåáà-

íèé ôîíîíîâ ¾îáðåçàí¿ ñî ñòîðîíû íèçêèõ ÷àñòîò, òàê êàê äëèíà âîëíû ôîíîííûõ êîëåáàíèé

� îãðàíè÷åíà ðàçìåðàìè ÷àñòèöû L (� � 2L ) .

Çàêëþ÷åíèå. Âûïîëíåííûé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç âëèÿíèÿ íà ïðîôèëü è âûñîòó ðåíòãå-

íîâñêîãî ðåôëåêñà òåìïåðàòóðíîãî è ðàçìåðíîãî ôàêòîðîâ ïðèâåë ê ãèïîòåçå î âîçìîæíîñòè

îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ýêâèâàëåíòà èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ íàíî÷àñòèö, êîòîðûé îöåíèâà-

åòñÿ ïî òåìïåðàòóðíîé øêàëå. Ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðàìè ÷àñòèö êðèñòàëëà è èõ ýôôåêòèâíîé

òåìïåðàòóðîé îòñóòñòâóåò äëÿ ìàññèâíûõ îáðàçöîâ è äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ äëÿ íàíîñîñòîÿíèÿ.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïàðàìåòðà ðàñ÷åòà âçÿòà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ (äåáàåâñêàÿ) òåìïåðàòóðà.
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ENERGY CRITERIUM OF THE ESTIMATE OF NANOPARTICLE SIZES

V.A. Liop o, V.A. Struk, E.V. Ovchinnikov, S.V. Avdeychik, N.V. Malay

Gro dno State University, Gro dno, Belorus

Abstract. It is done the estimation of the domain where di�raction metho ds may b e applied for

the determination of nanoparticle geometric parameters (their sizes). The p ossibility of application

of the X-ray di�raction metho d for the straight and relative calculation of nanoparticle parameters

is shown.

Key words: di�raction metho ds, nanoparticles, geometric parameters.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: Õàðüêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, èñòîðèÿ, XIX ñòîëåòèå.

Â 1879 ãîäó ïðè Õàðüêîâñêîì èìïåðàòîðñêîì óíèâåðñèòåòå áûëî ñîçäàíî Õàðüêîâñêîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî (ÕÌÎ).

Èçó÷àÿ Õàðüêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, íåâîçìîæíî åãî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìî-

ðàçâèâàþùóþñÿ îðãàíèçàöèþ, ñî ñëîæèâøåéñÿ ñòðóêòóðîé è ðàçâåòâëåííîé ñèñòåìîé íàïðàâ-

ëåíèé äåÿòåëüíîñòè, áåç âëèÿíèÿ íà ðàçâèòèå è ñòàíîâëåíèå îáùåñòâà åãî îòäåëüíûõ ÷ëåíîâ.

Çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ðàçâèòèè íàó÷íûõ ñîîáùåñòâ èãðàþò ëè÷íîñòè ó÷åíûõ, êîòîðûå â íèõ

âõîäÿò.

Â ðàçíûå ïåðèîäû ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåñòâà åãî äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè áûëè Ê.À. Àí-

äðååâ, Â.Ã. Èìøåíåöêèé, Ä.Ì. Äåëàðþ, Ò.È. Êîòîâ, À.Ì. Ëÿïóíîâ, Â.À. Ñòåêëîâ, Ä.Ì. Ñèíöîâ,

Ì.À. Òèõîìàíäðèöêèé è äð.

Åâãåíèé Èëüè÷ Áåéåð � ïåðâûé ïðåäñåäàòåëü Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà,

ó÷åíèê àêàä. Ì.Â. Îñòðîãðàäñêîãî, îäèí èç ñèëüíåéøèõ ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè Õàðüêîâ-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà ñåðåäèíû XIX âåêà, ó÷èòåëü Ä.Ì. Äåëàðþ, Ì.Ô. Êîâàëüñêîãî, Â.Ï. Àëåê-

ñååâà, À.Ï. Øèìêîâà.

Ðîäèëñÿ Áåéåð â Âîëîãäå 14 ÿíâàðÿ 1819 ã. Â 1832 ãîäó îí ïîñòóïèë â Ïåäàãîãè÷åñêèé èí-

ñòèòóò â Ïåòåðáóðãå, ãäå ïîëó÷èë ñðåäíåå è âûñøåå îáðàçîâàíèå. Âî âðåìÿ ó÷åáû Å.È. Áåéåðà

âûñøóþ ìàòåìàòèêó â Ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå ïðåïîäàâàë àêàä. Ì.Â. Îñòðîãðàäñêèé, ÷òî

ïîâëèÿëî íà äàëüíåéøóþ íàó÷íóþ è ïåäàãîãè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü Åâãåíèÿ Èëüè÷à. Ì.Í. Ìàð-

÷åâñêèé ïèñàë: ¾Îò Îñòðîãðàäñêîãî, êîòîðûé ó÷èëñÿ â Õàðüêîâå ó Îñèïîâñêîãî è Ïàâëîâñêîãî,

ó÷åíèêè ïðèíÿëè ìàòåìàòè÷åñêèå òðàäèöèè, êîòîðûå çàòåì ñíîâà êóëüòèâèðîâàëè â Õàðüêîâ-

ñêîì óíèâåðñèòåòå. Ñðåäè íèõ è Åâãåíèé Èëüè÷ Áåéåð¿.

Ïîä âëèÿíèåì Ì.Â. Îñòðîãðàäñêîãî ñàìîé ëþáèìîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé Å.È. Áåéåðà

ñòàëà âûñøàÿ àëãåáðà, à îñîáåííî, ðåøåíèÿ ÷èñëîâûõ óðàâíåíèé. Â 1846 ãîäó îí ñäàë ìàãè-

ñòåðñêèå ýêçàìåíû è â 1849 ãîäó çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Î ðåøåíèÿ áóêâåííûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé¿.

Êðîìå äèññåðòàöèè, èçâåñòíû äâå åãî ðàáîòû. Ïåðâàÿ � ¾Îá èíòåãðèðîâàíèè ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êàêèì óãîäíî êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ¿ (1858). Ýòà ðàáîòà

áûëà íàïå÷àòàíà â âèäå àêòîâîé ðå÷è, êîòîðûå áûëè ïîïóëÿðíû â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå
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â ýòî âðåìÿ. Ýòà ðàáîòà çàíèìàåò 129 ñòðàíèö è âðÿä ìîãëà áûòü ïðîèçíåñåíà â òàêîì âèäå,

ïîòîìó ÷òî îíà ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôîðìóë è íåïîíÿòíà äëÿ øèðîêîé îáùåñòâåí-

íîñòè.

Âòîðàÿ áîëüøàÿ ðàáîòà ¾Î ðàçíîñòíîì èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, êîãäà ýòî

âîçìîæíî¿ íàïå÷àòàíà â Ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñáîðíèêå, ò. 4 è 5. Ýòà ðàáîòà ñîñòîèò

èç òðåõ ÷àñòåé è íàïèñàíà ïðîñòûì ïîíÿòíûì ÿçûêîì. Ïåðâàÿ åå ÷àñòü ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà

èñòîðè÷åñêîìó îáçîðó ýòîãî âîïðîñà.

Å.È. Áåéåð ïå÷àòàëñÿ ìàëî, è ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà íåì áûëî ïðåïîäàâàíèå ïî÷òè

âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ. Ñ 1846/1847 ó÷åáíîãî ãîäà â 1858/1859 ó÷åáíîãî ãîäà îí ÷èòàë

àëãåáðó, òðèãîíîìåòðèþ, àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, òåîðèþ ëîãàðèôìè÷åñêèõ è òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, èíòåãðàëüíîå è äèôôåðåíöè-

àëüíîå èñ÷èñëåíèå.

Âïîñëåäñòâèè, êîãäà ñèòóàöèÿ ñ ïðåïîäàâàòåëüñêèì ñîñòàâîì íà êàôåäðå óëó÷øèëàñü,

Å.È. Áåéåð ïîëó÷èë âîçìîæíîñòü ÷èòàòü ëåêöèè ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

èññëåäîâàíèåì êîòîðîé îí çàíèìàëñÿ.

Â 70-õ ãîäàõ XIX âåêà âîêðóã íåãî íà÷èíàþò ñîáèðàòüñÿ ó÷åíèêè è äðóãèå ïðåïîäàâàòåëè

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Õàðüêîâñêîãî èìïåðàòîðñêîãî óíèâåðñèòåòà äëÿ îáñóæ-

äåíèÿ âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïåäàãîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêëà èäåÿ

ñîçäàíèÿ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ñóùåñòâîâàíèÿ ÕÌÎ, â 1879 ãîäó, Å.È. Áåéåð áûë åãî ÷ëåíîì. Íà ïåðâîì

çàñåäàíèè, êîòîðîå ñîñòîÿëîñü 8 ñåíòÿáðÿ 1879 ã., ÷ëåíû îáùåñòâà èçáðàëè ðàñïîðÿäèòåëüíûé

êîìèòåò, ïðåäñåäàòåëåì êîòîðîãî è ñòàë Å.È. Áåéåð. ×åðåç äâå íåäåëè, 22 ñåíòÿáðÿ 1879 ã., ïðî-

èçîøëî ñëåäóþùåå íàó÷íîå çàñåäàíèå îáùåñòâà, íà êîòîðîì ïðåäñåäàòåëü Å.È. Áåéåð âûñòó-

ïèë ñ äîêëàäîì ¾Î òåîðåìå Ôåðìà¿. Ýòèì äîêëàäîì è îòêðûëàñü äåÿòåëüíîñòü Õàðüêîâñêîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Íà ñëåäóþùåì çàñåäàíèè îáùåñòâà, 6 îêòÿáðÿ 1879 ã., Å.È. Áåéåð çàêîí÷èë ñâîé äîêëàä ¾Î

òåîðåìå Ôåðìà¿ è ñäàë ðóêîïèñü â ïå÷àòü, îäíàêî ýòà åãî ðàáîòà íå áûëà íàïå÷àòàíà. Íàçâàíèå

äîêëàäà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî Å.È. Áåéåð, êðîìå ïðåïîäàâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè è ðàáîò ïî

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðîäîëæàë çàíèìàòüñÿ

òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Áîëåå äîêëàäîâ íà çàñåäàíèÿõ îáùåñòâà îí íå äåëàë.

Íà ñëåäóþùèé 1880/81 ó÷åáíûé ãîä ïðåäñåäàòåëåì ÕÌÎ áûë èçáðàí Â.Ã. Èìøåíåöêèé.

Õàðüêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî îáÿçàíî ñâîèì âîçíèêíîâåíèåì, ãëàâíûì îáðàçîì,

äåÿòåëüíîé ëè÷íîñòè, ïðîôåññîðó Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, à çàòåì àêàäåìèêó Âàñèëèþ

Ãðèãîðüåâè÷ó Èìøåíåöêîìó. Èíèöèàòîð è îðãàíèçàòîð îáùåñòâà, Â.Ã. Èìøåíåöêèé â ïåðâûé

ãîä åãî ñóùåñòâîâàíèÿ âçÿë íà ñåáÿ îáÿçàííîñòè òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ. Ñî ñëåäóþùåãî ãîäà

îí ñòàë óæå ïðåäñåäàòåëåì è îñòàëñÿ èì äî èçáðàíèÿ â Àêàäåìèþ íàóê. ×ëåíîì ðàñïîðÿäè-

òåëüíîãî êîìèòåòà ÕÌÎ îí áûë íåïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ, íî îêàçàë çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå

íà ðàçâèòèå è äàëüíåéøóþ äåÿòåëüíîñòü îáùåñòâà.

Ðîäèëñÿ Â.Ã. Èìøåíåöêèé 4 ÿíâàðÿ 1832 ã. â ñåìüå øòàá-ëåêàðÿ Èæåâñêîãî îðóæåéíîãî çà-

âîäà â Âÿòñêîé ãóáåðíèè. Â 1853 ãîäó îêîí÷èë ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Êàçàíñêîãî

óíèâåðñèòåòà ñ çîëîòîé ìåäàëüþ è ñòåïåíüþ êàíäèäàòà. Â ãîäû åãî ó÷åáû â óíèâåðñèòåòå ïîä

âëèÿíèåì Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî ñëîæèëñÿ ñèëüíûé ïåäàãîãè÷åñêèé êîëëåêòèâ. Òðàäèöèè Êàçàí-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà Â.Ã. Èìøåíåöêèé ïîääåðæèâàë è â òå âðåìåíà, êîãäà ðàáîòàë íà äîëæíîñòè

ïðîôåññîðà â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå.

Â 1865 ãîäó çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Îá èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà¿. Â íåé âïåðâûå èçëîæåí â äîñòóïíîé ôîðìå âòîðîé
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ìåòîä ßêîáè (1862). Ïîñëå çàùèòû äèññåðòàöèè îí ïîëó÷èë ìåñòî äîöåíòà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè

â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå.

Â 1868 ãîäó îí çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Èññëåäîâàíèå ñïîñîáîâ èíòåãðèðîâà-

íèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ¿, â êîòîðîé èçëàãàåò ìåòîä Ìîíæà-Àìïåðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñëå çàùèòû îí ïîëó÷èë ñòåïåíü äîêòîðà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè è áûë

íàçíà÷åí ýêñòðàîðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1869 ãîäó åãî èçáðàëè

îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì.

Îáå äèññåðòàöèè Â.Ã. Èìøåíåöêîãî ñûãðàëè âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Äèññåðòàöèè áûëè

ïåðåèçäàíû â 1916 ãîäó Ìîñêîâñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì è ðåêîìåíäîâàíû êàê ó÷åá-

íûå ïîñîáèÿ. Îíè áûëè ïåðåâåäåíû íà ôðàíöóçñêèé ÿçûê â 1869 è 1872 ãîäàõ. Äîêòîðñêàÿ

äèññåðòàöèÿ áûëà ïåðåâåäåíà òàêæå íà íåìåöêèé ÿçûê.

Â 1872 ãîäó åãî ïðèãëàñèëè â Õàðüêîâñêèé óíèâåðñèòåò íà êàôåäðó ìåõàíèêè. 25 àïðå-

ëÿ 1872 ã. îí, ïî ïðåäëîæåíèþ Ä.Ì. Äåëàðþ, áûë èçáðàí íà äîëæíîñòü ýêñòðàîðäèíàðíîãî

ïðîôåññîðà, à â äåêàáðå 1873 ã. óòâåðæäåí îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì êàôåäðû ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè. Îí ÷èòàë ïðè óíèâåðñèòåòå âñå êóðñû ïî ìåõàíèêå, ðàñøèðèâ è ïåðåñòðîèâ èõ,

÷èòàë ïóáëè÷íûå ëåêöèè ïî ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå, êóðñ íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Âûñîêèå ïåäàãîãè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè Â.Ã. Èìøåíåöêîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ïî êîëè÷åñòâó

ó÷åíèêîâ, ñòàâøèõ âûäàþùèìèñÿ ó÷åíûìè, èìåíà êîòîðûõ èçâåñòíû êàê íà ðîäèíå, òàê è

âî âñåì ìèðå (Ì.Í. Ëàãóòèíñêèé, Í.Í. Ñàëòûêîâ, À.Ï. Ãðóçèíöåâ è äð.). À.Ï. Ãðóçèíöåâ

� ó÷åíèê Â.Ã. Èìøåíåöêîãî ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó. Îòìå÷àÿ ïåäàãîãè÷åñêèå êà÷åñòâà

ó÷èòåëÿ, À.Ï. Ãðóçèíöåâ ïèñàë: ¾Ëåêöèè åãî îòëè÷àëèñü íåîáû÷àéíîé ÿñíîñòüþ, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ è ïîëíîòîé, è âðåçàëèñü â ïàìÿòü âíèìàòåëüíîãî ñëóøàòåëÿ íàäîëãî. ×èòàë îí

ñïîêîéíî, íå ñïåøà, ÷òî äàâàëî âîçìîæíîñòü ñëåäèòü çà ðàçâèòèåì åãî èäåé è ñðåäíåìó ñëó-

øàòåëþ � åãî ëåêöèÿ âñåãäà áûëà ïîñâÿùåíà ñòóäåíòàì¿. Ëåêöèè ïðèâëåêàëè íå òîëüêî òåõ

ñòóäåíòîâ, êîòîðûå áûëè îáÿçàíû ïîñåùàòü èõ, íî è ñòóäåíòîâ ñ äðóãèõ êóðñîâ è äàæå ëèö,

êîòîðûå óæå èìåþò âûñøåå îáðàçîâàíèå.

Â.Ã. Èìøåíåöêèé óäåëÿë âíèìàíèå è îáùåñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè: èñïîëíÿë îáÿçàííîñòè

÷ëåíà ñîâåòà ïðè ïîïå÷èòåëå ó÷åáíîãî îêðóãà. Îí áûë îäíèì èç îñíîâàòåëåé è èíèöèàòîðîì

ñîçäàíèÿ ÕÌÎ â 1879 ã. Âìåñòå ñ Ä.Ì. Äåëàðþ îí ñîñòàâèë ïåðâûé óñòàâ îáùåñòâà, áëàãîäàðÿ

êîòîðîìó áûëè çàëîæåíû îñíîâû äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà.

Ñî âòîðîãî ãîäà ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåñòâà (ñ 1880 ã.) Â.Ã. Èìøåíåöêèé ñòàë ïðåäñåäàòåëåì

ÕÌÎ è îñòàâàëñÿ èì äî îòúåçäà â Ïåòåðáóðã.

Îáùåñòâî âî ìíîãîì îáÿçàíî Â.Ã. Èìøåíåöêîìó ñâîåé ïîïóëÿðíîñòüþ ôàêòè÷åñêè ñ ìî-

ìåíòà ñîçäàíèÿ. Â.Ã. Èìøåíåöêèé èìåë ìíîãî äðóçåé â íàó÷íîì ìèðå êàê â Ðîññèè, òàê è çà

ðóáåæîì, ÷òî ïîâëèÿëî íà ñîçäàíèå íàó÷íûõ ñâÿçåé ÕÌÎ ñ äðóãèìè íàó÷íûìè öåíòðàìè è

îòäåëüíûìè ó÷åíûìè â Ðîññèè è Åâðîïå.

Â.Ã. Èìøåíåöêèé ïåðâûé ïîäíèìàåò íà çàñåäàíèÿõ âîïðîñû ïåäàãîãè÷åñêîãî è ìåòîäè-

÷åñêîãî õàðàêòåðà. Íà çàñåäàíèè ÕÌÎ 22 ÿíâàðÿ 1881 ãîäó Â.Ã. Èìøåíåöêèé âûíîñèò íà

îáñóæäåíèå âîïðîñ îá ó÷èòåëüñêèõ ýêçàìåíàõ â óíèâåðñèòåòå. Ê òîìó âðåìåíè çâàíèå ó÷èòåëÿ

ïîëó÷àëè êàê âîñïèòàííèêè âóçîâ, òàê è ëèöà, íå ïîëó÷èâøèå âîîáùå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ,

ïðè÷åì êàê îò òåõ, òàê è îò äðóãèõ íèêàêîé ñïåöèàëüíîé ïåäàãîãè÷åñêîé ïîäãîòîâêè íå òðåáî-

âàëè, åñëè íå ó÷èòûâàòü äâóõ ïðîáíûõ ëåêöèé. Â îòâåò íà òàêîå ïîëîæåíèå ÕÌÎ âûäâèíóëî

ïðåäëîæåíèå ââåñòè äëÿ ñòóäåíòîâ, æåëàþùèõ áûòü ó÷èòåëÿìè ñïåöèàëüíóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ

ïîäãîòîâêó. Åñëè ëèöà, êîòîðûå ïëàíèðóþò áûòü ó÷èòåëÿìè, íå ïðîøëè êóðñ, òî èõ ýêçàìå-
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íóþò ïî ïðîãðàììå ýòîãî êóðñà.

Íà çàñåäàíèè, ñîñòîÿâøåìñÿ 17 îêòÿáðÿ 1881 ã., Â.Ã. Èìøåíåöêèé ïðåäñòàâèë êíèãó äàò-

ñêîãî ïðîôåññîðà Ïåòåðñîíà. Îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü åå êàê ðóêîâîäñòâî äëÿ ðåøåíèÿ

ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå â ãèìíàçèÿõ.

Íà÷èíàÿ óæå ñ ïåðâîé ñåðèè ¾Ñîîáùåíèé Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿,

Â.Ã. Èìøåíåöêèé ïå÷àòàë áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî ìåõàíèêå è äèíàìèêå, ýëåìåíòàð-

íîé ìàòåìàòèêå è èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè. Íà çàñåäàíèÿõ ÕÌÎ îí ñäåëàë 13 äîêëàäîâ, èç

êîòîðûõ 11 áûëè íàïå÷àòàíû:

1. Îïðåäåëåíèå ñèëû, êîòîðàÿ äâèæåò ïî êîíè÷åñêèì ñå÷åíèÿì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, â

ôóíêöèè åå êîîðäèíàò.

2. Çàäà÷à: ðàçäåëèòü ïëîùàäü äàííîé òðàïåöèè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé ïðÿìûìè, ïàðàëëåëü-

íûìè äâóì åå ïàðàëëåëüíûì ñòîðîíàì.

3. Ì.Å. Âàùåíêî-Çàõàð÷åíêî ¾Íà÷àëà Åâêëèäà¿ ñ ïîÿñíèòåëüíûì âñòóïëåíèåì è òîëêîâà-

íèåì.

4. Êàíîíè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãèáêîé, íåðàñòÿæèìîé íèòè è áðàõèñòî-

õðîíû, â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ñèë.

5. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, èíòåãðèðóåìûå ñ ïîìîùüþ

ìíîæèòåëÿ.

6. Çàìåòêà î ôóíêöèÿõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

7. Î íåðàâåíñòâå, îãðàíè÷èâàþùåì çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò ïðîèçâåäåíèÿ

ôóíêöèé.

8. Ýëåìåíòàðíûé âûâîä çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

9. Íîâîå àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïàðàëëåëîãðàììà ñèë.

10. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íà îñíîâå ñèììåòðè÷íîãî îìîãðàôè÷íîãî ñîîò-

íîøåíèÿ, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ìåæäó êîðíÿìè.

11. Ñðàâíåíèå îáðàçà ïðîô. Ì.Â. Áóãàåâà ñ äðóãèìè ñïîñîáàìè ïîèñêà ðàöèîíàëüíûõ äðîá-

íûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â 1881 ãîäó îí áûë èçáðàí îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè Íàóê. 20

ôåâðàëÿ 1882 ã. èçáðàíèå áûëî óòâåðæäåíî è â ìàå Â.Ã. Èìøåíåöêèé ïåðååçæàåò â Ïåòåðáóðã.

Ïðîòîêîëû çàñåäàíèé ÕÌÎ ïîñëå îòúåçäà Âàñèëèÿ Ãðèãîðüåâè÷à èç Õàðüêîâà ñâèäåòåëü-

ñòâóþò, ÷òî îí íå ïðåðûâàë îòíîøåíèé ñ îáùåñòâîì è ïðîäîëæàë àêòèâíî ñîòðóäíè÷àòü ñ

õàðüêîâñêèìè ìàòåìàòèêàìè.

Êàê èíèöèàòîð ñîçäàíèÿ, îðãàíèçàòîð îáùåñòâà, ðóêîâîäèòåëü åãî íàïðàâëåíèé äåÿòåëü-

íîñòè, àêòèâíûé äåÿòåëü, â 1888 ãîäó Â.Ã. Èìøåíåöêèé áûë èçáðàí ÕÌÎ â ïî÷åòíûå ÷ëåíû.

Äåÿòåëüíàÿ íàòóðà Â. Èìøåíåöêîãî, êàê âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî, ïåäàãîãà è îðãàíèçàòîðà,

ñòàëà îäíîé èç äâèæóùèõ ñèë äëÿ ñîçäàíèÿ â Õàðüêîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, åãî íà÷àëü-

íîãî ðàçâèòèÿ, ïîïóëÿðèçàöèè ÕÌÎ è ôîðìèðîâàíèþ ñâÿçåé ñ äðóãèìè íàó÷íûìè îáùåñòâàìè

ìèðà è îòäåëüíûìè ó÷åíûìè.

Îäíèì èç îñíîâàòåëåé Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà è ðàçðàáîò÷èê ïåðâîãî

óñòàâà îáùåñòâà áûë Ä.Ì. Äåëàðþ.

Äàíèèë Ìèõàéëîâè÷ Äåëàðþ ðîäèëñÿ â Îäåññå â 1839 ã. Åãî îòåö, äâîðÿíèí, áûë èíñïåêòî-

ðîì Ðèøåëüåâñêîãî ëèöåÿ, íà áàçå êîòîðîãî â 1865 ã. áûë ñîçäàí Íîâîðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò.

Íà÷àëüíîå è âûñøåå îáðàçîâàíèå ïîëó÷èë äîìà. Â 1856 � 1860 ó÷èëñÿ â Õàðüêîâñêîì óíèâåð-

ñèòåòå, çàêîí÷èë åãî ñî ñòåïåíüþ êàíäèäàòà, à ñ 1861 ã. ðàáîòàë òàì â òå÷åíèå 24 ëåò.
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Ó÷èòåëåì Ä.Ì. Äåëàðþ áûë Å.È. Áåéåð (1819 � 1889). Ëþáèìîé îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè

Å.È. Áåéåðà áûëà âûñøàÿ àëãåáðà. Îíà ñòàëà âåäóùåé è äëÿ ìàãèñòåðñêîãî èññëåäîâàíèÿ

Ä.Ì. Äåëàðþ. Â 1864 ã. çàùèòèë â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Îá-

ùàÿ òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé¿, à â 1868 ã. � äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Î

íàõîæäåíèè îñîáûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå çàâè-

ñÿò îò äâóõ ïåðåìåííûõ¿ è áûë íàçíà÷åí îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì. Äèññåðòàöèè Ä.Ì. Äå-

ëàðþ íîñèëè îáçîðíûé õàðàêòåð. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ

(1864 ã.), â íåé îí âïåðâûå èçëîæèë îñíîâû òåîðèè ãðóïï ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ý. Ãàëóà

(1811 � 1832). Â òå ãîäû ýòà òåîðèÿ áûëà åùå ìàëî èçâåñòíîé âî Ôðàíöèè, ïîêà â 1870 ã. íå

âûøåë ¾Òðàêòàò î ïîäñòàíîâêå è àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ¿ Ê. Æîðäàíà ñ ðàçúÿñíåíèÿìè

è äîïîëíåíèÿìè.

Âî âðåìÿ ðàáîòû â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå Äåëàðþ ÷èòàë ïî÷òè âñå êóðñû íà ìàòåìà-

òè÷åñêîì îòäåëåíèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Åãî ëåêöèè çàíèìàëè ïî ñóòè âñå

ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, íåêîòîðûå åãî êóðñû áûëè ëèòîãðàôèðîâàííû, à äâà êóðñà íàïå÷àòàíû:

¾Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé¿ â 1869 ã. è ¾Êóðñ

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ â 1880 ã. Êîãäà â 70-õ ãîäàõ ñèòóàöèÿ ñ ñîñòàâîì êà-

ôåäðû óëó÷øèëàñü, ó Ä.Ì. Äåëàðþ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñîçäàòü íîâûå êóðñû. Â 1874-1875

ó÷åáíîì ãîäó îí íà÷èíàåò ïðåïîäàâàòü ñòóäåíòàì òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, òåîðèþ ôóíêöèè ìíè-

ìîé ïåðåìåííîé, òåîðèþ ðåøåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ óðàâíåíèé, âû÷èñëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

Ä.Ì. Äåëàðþ ñûãðàë çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ñîçäàíèè ÕÌÎ, ðàçðàáîòàâ ñîâìåñòíî ñ Â.Ã. Èì-

øåíåöêèì ïåðâûé óñòàâ îáùåñòâà. Èìåííî ýòîò óñòàâ çàëîæèë íà÷àëî äåÿòåëüíîñòè ÕÌÒ,

íàïðàâëåíèÿ åãî äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûå âêëþ÷àëè íå òîëüêî ðàçðàáîòêó ìàòåìàòè÷åñêèõ âî-

ïðîñîâ, íî è ïåäàãîãè÷åñêèõ.

Â ïåðâûé ãîä ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåñòâà (1879) Ä.Ì. Äåëàðþ âûñòóïèë ñ äîêëàäîì ¾Çàìåòêà

îá îäíîì ïðåäëîæåíèè ïî òåîðèè ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ¿. Ýòîò äîêëàä áûë íàïå÷àòàí

â ¾Ñîîáùåíèÿõ ÕÌÎ¿.

Äîëãîå âðåìÿ, ñ 1879 ãîäà ïî 1896 ãîä, Ä.Ì. Äåëàðþ áûë íå ïðîñòî ÷ëåíîì îáùåñòâà, à

âõîäèë â ñîñòàâ åãî ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà, çàíèìàë äîëæíîñòü òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ.

Äðóãîé ÷ëåí ÕÌÎ, Ì.À. Òèõîìàíäðèöêèé, â îòëè÷èå îò âûøåóïîìÿíóòûõ, íå ÿâëÿëñÿ

ó÷ðåäèòåëåì îáùåñòâà, íî ñûãðàë çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â åãî ðàçâèòèè.

Ìàòâåé Àëåêñàíäðîâè÷ Òèõîìàíäðèöêèé ðîäèëñÿ â 1844 ãîäó â Êèåâå â ñåìüå ïðîôåññîðà-

ìàòåìàòèêà À.Í. Òèõîìàíäðèöêîãî. Íà÷àëüíîå è ñðåäíåå îáðàçîâàíèå ïîëó÷èë äîìà. Â 1861 ãî-

äó ïîñòóïèë â Ïåòåðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò. Â 1865 ãîäó

îêîí÷èë åãî ñ çîëîòîé ìåäàëüþ çà ñî÷èíåíèå î ïàðàáîëè÷åñêîì èíòåðïîëèðîâàíèè. Íåñêîëüêî

ëåò áûë ïðåïîäàâàòåëåì ìàòåìàòèêè â ãèìíàçèè. Â 1879 ãîäó â Ïåòåðáóðãå çàùèòèë äèññåðòà-

öèþ ¾Î ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäàõ¿ è îñòàëñÿ ïðåïîäàâàòü â óíèâåðñèòåòå. Â 1883 ãîäó áûë

èçáðàí äîöåíòîì Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, à â 1885 ãîäó çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ

¾Âðàùåíèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ¿.

M.À. Òèõîìàíäðèöêèé ñ íà÷àëà ðàáîòû â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå ñòàë ÷ëåíîì è àêòèâ-

íûì äåÿòåëåì ÕÌÎ. Â ïåðâûé ãîä ðàáîòû (1883 � 1884), ñðàçó ïîñëå âñòóïëåíèÿ â îáùåñòâî,

îí âûïîëíÿåò îáÿçàííîñòè ñåêðåòàðÿ. Ïîñëå çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè ñòàë òîâàðèùåì

ïðåäñåäàòåëÿ (1886-1889). Íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ îáùåñòâà åãî ÷ëåíû ïîíÿëè, ÷òî

óñòàâ îáùåñòâà òîðìîçèò åãî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå. Â 1887 ãîäó Ì.À. Òèõîìàíäðèöêèì, âìåñòå

ñ Â.Ë. Êèðïè÷åâûì, áûë ðàçðàáîòàí, à çàòåì óòâåðæäåí â ìèíèñòåðñòâå âòîðîé óñòàâ îáùå-

ñòâà, êîòîðûé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò îñòàâàëñÿ íåèçìåííûì.

Ì.À. Òèõîìàíäðèöêèé àêòèâíî ïðèíèìàë ó÷àñòèå â íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà. Ëþ-
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áèìîé îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè äëÿ íåãî áûëà àëãåáðà. Â ¾Ñîîáùåíèÿõ ÕÌÎ¿ ïå÷àòàë ñâîè

íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ, èç íèõ:

1. Çàìåòêà î ââåäåíèè òåòà-ôóíêöèé â òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

2. Âûâîä îñíîâíûõ òåçèñîâ òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

3. Âûäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ÷àñòè ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4. Îòíîñèòåëüíî òåîðèè ðàäèóñà êðèâèçíû.

5. Îòûñêàíèå îñîáûõ òî÷åê ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

6. Ðàçëîæåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ÷àñòíûå äðîáè è â áåñ-

êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå.

Êàê ÷ëåí ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà Ì.À. Òèõîìàíäðèöêèé ïîääåðæèâàåò ñâÿçè õàðü-

êîâñêèõ ìàòåìàòèêîâ ñ èíîñòðàííûìè îáùåñòâàìè è îòäåëüíûìè ó÷åíûìè.

Òðåòüèì ïðåäñåäàòåëåì ÕÌÎ áûë Êîíñòàíòèí Àëåêñååâè÷ Àíäðååâ, ïðîôåññîð Õàðüêîâ-

ñêîãî, à çàòåì Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòîâ, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Çíà÷åíèå

åãî âêëàäà â ðàçâèòèå ÕÌÎ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèé, íàéäåííûõ â îáùèõ îïè-

ñàíèÿõ äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà.

Ê.À. Àíäðååâ � îäèí èç âûäàþùèõñÿ ãåîìåòðîâ êîíöà XIX � íà÷àëà ÕÕ â. Ñ õàðüêîâ-

ñêèì ïåðèîäîì ñâÿçàíû åãî ïåðâûå ãåîìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. Äî îòúåçäà èç Õàðüêîâà

îí áûë îäíèì èç îñíîâàòåëåé è ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà ÕÌÎ, çàíè-

ìàÿ â ðàçíîå âðåìÿ äîëæíîñòè ñåêðåòàðÿ, òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ è ïðåäñåäàòåëÿ îáùåñòâà.

Ñ ïåðååçäîì â Ìîñêâó îí ñòàíîâèòñÿ ïî÷åòíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà.

Ê.À. Àíäðååâ ðîäèëñÿ â Ìîñêâå 14 ìàðòà 1848 ã. Ïîòåðÿâ â äåòñòâå ñïîñîáíîñòü âèäåòü

îäíèì ãëàçîì, îí òîëüêî â 12 ëåò ïîñòóïèë â ãèìíàçèþ, à ïî îêîí÷àíèè åå â 1867 ã. � â Ìîñêîâ-

ñêèé óíèâåðñèòåò íà ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Â 1873 ã.

îí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Î òàáëèöàõ ñìåðòíîñòè¿. Â 1875 îí óæå ïðåäñòàâèë

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà ðàáîòó ¾Î ãåîìåòðè÷åñêèõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïëîñêèõ êðèâûõ¿ äëÿ çàùèòû â êà÷åñòâå ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè. Â 1879 ã.

Çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòâåòñòâèÿõ â ïðèìåíåíèè ê âîïðîñó

î ïîñòðîåíèè êðèâûõ ëèíèé¿, ïîñëå ÷åãî áûë èçáðàí ñîâåòîì Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà â

ýêñòðàîðäèíàðíûå ïðîôåññîðà, à â 1881 ã. � â îðäèíàðíûå.

Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ïðîòîêîëû çàñåäàíèé ÕÌÎ, Ê.À. Àíäðååâ ïðèíèìàë ýíåðãè÷íîå ó÷à-

ñòèå â åãî ðàáîòå. Îí ñòàë ïåðâûì ñåêðåòàðåì ÕÌÎ, óæå ÷åðåç ãîä çàíÿë ïîñò òîâàðèùà ïðåä-

ñåäàòåëÿ îáùåñòâà, à â 1884 ã. âîçãëàâèë åãî è áûë íåèçìåííûì ïðåäñåäàòåëåì è ðåäàêòîðîì

¾Ñîîáùåíèé ÕÌÎ¿ â òå÷åíèå 15 ëåò.

Â îáÿçàííîñòè ñåêðåòàðÿ è ïðåäñåäàòåëÿ îáùåñòâà âõîäèëè äîêëàäû íàó÷íûõ èññëåäîâà-

íèé, êîòîðûå ïðèñûëàëè ìàòåìàòèêè èç ðàçíûõ êîíöîâ ñâåòà, è ðàçúÿñíåíèÿ èõ ñîäåðæàíèÿ.

Ê.À. Àíäðååâ äîâîëüíî ÷àñòî íà çàñåäàíèÿõ ÕÌÎ îáíàðîäîâàë ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé

äðóãèõ ó÷åíûõ: Î.Ï. Ôðîëîâà, Ï. Ñòåôàíîñà, àêàä. Ï.Ë. ×åáûøåâà, È. Ïòàøèöêîãî, À.À. Ìàð-

êîâà, Ï. Íîâèêîâà, Ê.À. Ïîññå, Ï.Ñ. Ôëîðîâà, È.È. Èâàíîâà, À.À. Ìàðêîâà, Â.Ã. Èìøåíåöêîãî,

Ï.À. Íåêðàñîâà, Â.È. Øèôô.

Ïî ðåçóëüòàòàì ñîáñòâåííûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ê.À. Àíäðååâ íà çàñåäàíèÿõ ÕÌÎ

ðåãóëÿðíî äåëàë äîêëàäû äî 1899 ã. Çà 20 ëåò ïðåáûâàíèÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà

ñäåëàë 32 äîêëàäà.

Îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â Õàðüêîâñêèé ïåðèîä áûëè àíàëèòè-

÷åñêàÿ è ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê.À. Àíäðååâ çíà-

÷èòåëüíî ïîâëèÿë íà íàïðàâëåíèå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ÷ëåíîâ îáùåñòâà. Â ïåðèîä ïðåäñåäà-
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òåëüñòâà Ê.À. Àíäðååâà èìåííî â ýòèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè âåëàñü ðàáîòà íà çàñåäàíèÿõ ÕÌÎ.

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü î ñòàíîâëåíèè â Õàðüêîâå ïåðâîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû êàê

òâîð÷åñêîãî îáùåñòâà èññëåäîâàòåëåé, îáúåäèíåííûõ îáùåé èäååé è ïðîãðàììîé èññëåäîâàíèÿ

ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðèçíàííîãî ëèäåðà.

Êîãäà íàó÷íûå èíòåðåñû ìàòåìàòèêîâ ñîâïàäàëè, íà ñòðàíèöàõ ¾Ñîîáùåíèé ÕÌÎ¿ íà÷è-

íàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå äèñêóññèè, êîòîðûå èíîãäà ïðåâðàùàëèñü â ïðî÷íîå íàó÷íîå ñîòðóäíè-

÷åñòâî. Ïðèìåðîì òàêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ìîæåò ñëóæèòü ïåðåïèñêà Ê.À. Àíäðååâà è ÷åøñêîãî

ïðîôåññîðà Ýìèëÿ Âåéåðà, êàñàþùèõñÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè è âîïðîñîâ ïîñòðîåíèÿ ñèíòå-

òè÷åñêîé òåîðèè êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Êàê ÷ëåí ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà Ê.À. Àíäðååâ ïðîâîäèë àíàëèç íàó÷íîé ðàáîòû äðó-

ãèõ ìàòåìàòèêîâ: ¾Î ãåîìåòðè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ¿ ïî ïîâîäó

çàìåòêè Ô. Êëåéíà, ¾Íåñêîëüêî ñëîâ ïî ïîâîäó òåîðåìû Ï.Ë. ×åáûøåâà è Â. Èìøåíåöêîãî

îá îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëàõ îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé¿, ¾Íåñêîëüêî îáîáùåíèé ïî âîïðîñó î

ðàçëîæåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå, ïðåäëîæåííîé Ï.Ë. ×åáûøåâûì¿, ñäåëàë

àíàëèç íàó÷íûõ òðóäîâ Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ïðîàíàëèçèðîâàë íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü Å.À. Ðî-

ãîâñêîãî. Òàêèå ðàáîòû ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîì óðîâíå çíàíèé Ê.À. Àíäðååâà èç ðàçëè÷-

íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, åãî øèðîòå êðóãîçîðà è ýðóäèðîâàííîñòè.

Êðîìå ÷èñòî íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, Ê.À. Àíäðååâ íà ñòðàíèöàõ ¾Ñîîáùåíèé ÕÌÎ¿ ïå-

÷àòàë î÷åðêè æèçíè è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè èçâåñòíûõ ó÷åíûõ, íåêðîëîãè. Í.Ì. Êóøëàêîâà

â ñâîåì èññëåäîâàíèè ïðèâîäèò ñëåäóþùèå ðàáîòû Ê.À. Àíäðååâà: î æèçíè è äåÿòåëüíîñòè

ß. Áóíÿêîâñêîãî, êðàòêèé îáçîð æèçíè è äåÿòåëüíîñòè Ï.Ë. ×åáûøåâà, Ê. Øòàóäòà, Ì. Øàëÿ,

Â. Èìøåíåöêîãî.

Àíäðååâ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â íàó÷íûõ äåáàòàõ, êîòîðûå ñîçäàâàëè áëàãîïðèÿòíóþ

àòìîñôåðó äëÿ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé. Îí òàêæå ïðèíè-

ìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â îáùåñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ÕÌÎ, â 1880 ã. áûë, êàê ïðåäñòàâèòåëü

îáùåñòâà, îòïðàâëåí â Ìîñêâó íà îòêðûòèå ïàìÿòíèêà À.Ñ. Ïóøêèíà.

Â 1894 ã. Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî ïðàçäíîâàëî ñâîå 25-ëåòèå. Ïðåäñòàâèòåëåì

ÕÌÎ â Ìîñêâå áûë Ê.À. Àíäðååâ.

Â êà÷åñòâå ÷ëåíà ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà Ê.À. Àíäðååâ áðàë íà ñåáÿ ðåøåíèå îðãàíè-

çàöèîííî-íàó÷íûõ âîïðîñîâ. Íà ïîñòó òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ âìåñòå ñ Ä.Ì. Äåëàðþ ñîñòàâ-

ëÿëè ïîäðîáíóþ çàïèñêó îá ó÷èòåëüñêèõ ýêçàìåíàõ, îáñóæäåíèþ êîòîðûõ áûëè ïîñâÿùåíû

äâà ïðåäûäóùèõ çàñåäàíèÿ, è âûñòóïèëè ñ íåé 9.02.1881 ã.

Èñïîëíÿÿ îáÿçàííîñòè ïðåäñåäàòåëÿ îáùåñòâà, â ãîäîâîì çàñåäàíèè 22.09.1885 ã. Ê.À. Àí-

äðååâ îòìåòèë, ÷òî óñòàâ îáùåñòâà, êîòîðûé áûë ïðèíÿò â 1879 ã. óæå óñòàðåë è òîðìîçèò

äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ÕÌÎ, è îòìåòèë íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ óñòàâà. Ñî ñëåäóþùåãî 1887

ãîäà îáùåñòâî óæå ðàáîòàëî ïî âòîðîìó óñòàâó.

Â 1898 ã. Ê.À. Àíäðååâ ïåðåâîäèòñÿ â Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò. Îäíîâðåìåííî ñ ðàáîòîé â

óíèâåðñèòåòå, îí ðàáîòàåò (äî 1907 ã.) äèðåêòîðîì Àëåêñàíäðîâñêîãî êîììåð÷åñêîãî ó÷èëèùà.

Òàêàÿ çàãðóæåííîñòü ðàáîòîé íå îñòàíàâëèâàëà Ê.À. Àíäðååâà â åãî íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ.

Îí ïðîäîëæàë ïîääåðæèâàòü òåñíóþ ñâÿçü ñ Õàðüêîâñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì.

Âêëàä Ê.À. Àíäðååâà â ôîðìèðîâàíèå è ñòàíîâëåíèå ÕÌÎ, êàê îðãàíèçîâàííîãî îáúåäè-

íåíèÿ è íàó÷íîãî îáùåñòâà, áûë çíà÷èòåëåí. Âî âðåìÿ ðàáîòû â Õàðüêîâå îí ïîâëèÿë íà

íàïðàâëåíèå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà, çàêðåïèë ñòàòóñ îáùåñòâà â íàó÷íîì ìèðå, ñî-

çäàâàÿ íîâûå ñâÿçè îáùåñòâà â íàó÷íîì ìèðå. Ïîñëå îòúåçäà îí ïîääåðæèâàåò òåñíóþ ñâÿçü

ñ ÷ëåíàìè ÕÌÎ, ïðîäîëæàåò ïîïóëÿðèçàöèþ åãî äåÿòåëüíîñòè.

Âî âðåìÿ ïðåäñåäàòåëüñòâà Ê.À. Àíäðååâà ïî÷òè âñå âðåìÿ ñåêðåòàðåì îáùåñòâà áûë
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À.Ï. Ãðóçèíöåâ. Ñåêðåòàðü îáùåñòâà èãðàë â åãî äåÿòåëüíîñòè çíà÷èòåëüíóþ ðîëü, â åãî îáÿ-

çàííîñòè âõîäèëî òùàòåëüíî ãîòîâèòü çàñåäàíèÿ, âåñòè ïðîòîêîëû, ïîääåðæèâàòü ïåðåïèñêó

ñ äðóãèìè ó÷åíûìè.

Àëåêñåé Ïåòðîâè÷ Ãðóçèíöåâ � ôèçèê è ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñè-

òåòà. Â 1872 ã. îí îêîí÷èë ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà è ñòàë ñòèïåíäèàòîì Ìèíèñòåðñòâà íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ. Ñâîþ

ïðåïîäàâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü îí íà÷àë â Ïåðìñêîé ãèìíàçèè ó÷èòåëåì ìàòåìàòèêè è ôè-

çèêè. Ïàðàëëåëüíî âåë åñòåñòâåííóþ èñòîðèþ è ãèãèåíó â æåíñêîé ãèìíàçèè. Â 1874 ã. îí áûë

ïåðåâåäåí â Íèæíèé Íîâãîðîä.

Ó÷èòåëåì À.Ï. Ãðóçèíöåâà ïî Êàçàíñêîìó óíèâåðñèòåòó áûë Â.Ã. Èìøåíåöêèé. Ýòî ñûã-

ðàëî âàæíóþ ðîëü â ïåðååçäå â 1879 ã. À.Ï. Ãðóçèíöåâà â Õàðüêîâ, ãäå îí íà÷àë ïðåïîäàâàòü â

ïåðâîé õàðüêîâñêîé ãèìíàçèè. Ñ ñàìîãî íà÷àëà îñíîâàíèÿ ÕÌÎ îí ñòàíîâèòñÿ åãî äåÿòåëüíûì

÷ëåíîì.

×ëåíñòâî â ÕÌÎ îòêðûëî À.Ï. Ãðóçèíöåâó ïóòü ê íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Ïðàêòè÷åñêè ñ

ïåðâûõ çàñåäàíèé îáùåñòâà ìîëîäîé ó÷åíûé íà÷èíàåò âûñòóïàòü ñ ðåçóëüòàòàìè ñâîèõ íàó÷-

íûõ èññëåäîâàíèé. Ïî äàííûì Í.Ì. Êóøëàêîâîé, íà çàñåäàíèÿõ ÕÌÎ îí ñäåëàë 42 äîêëàäà,

èç êîòîðûõ 29 áûëî îïóáëèêîâàíî, èç íèõ:

1. Ðàñ÷åò õîäà ëó÷åé â êðèñòàëëå ñ äâóìÿ ïðåëîìëåíèÿìè.

2. Äîêëàä ïî âîïðîñó îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè ñâåòà íà ãðàíèöå äâóõ èçîòîïíûõ ñåðå-

äèí.

3. Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè óïðóãîñòè.

4. Ðàñïðîñòðàíåíèå îáðàçà Àáóëü�Äæóäà.

5. Îïûò èçó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé èçîòîïíîé ñðåäû.

6. Îá èñïîëüçîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

7. Î òåîðèè äèñïåðñèè Ôîõòà.

8. Î ìèíèìóìå îòêëîíåíèÿ ëó÷à ïðèçìîé.

À.Ï. Ãðóçèíöåâ äîêëàäûâàë î ñâîèõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ íåñêîëüêî ðàç â ãîä, îäèí-äâà

ðàçà â ãîä åãî ðàáîòû ïå÷àòàëèñü. Îí ïåðåäàåò â áèáëèîòåêó ÕÌÎ ñîáñòâåííûå æóðíàëû:

¾Wiedemann's Annalen¿ (35 òîìîâ, ¾Çàïèñêè Âèäåìàíà¿, æóðíàë ïîñâÿùåí âîïðîñàì ýëåêòðè-

÷åñòâà), ¾Journal de Physique¿ (7 òîìîâ, ¾Æóðíàë ïî ôèçèêå¿), ¾Annalen de Physique et de

Chimie¿ (1 òîì, ¾ Çàïèñêè èç ôèçèêè è õèìèè¿).

À.Ï. Ãðóçèíöåâ ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿåò âîïðîñàì ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè è

ôèçèêè, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìíîãîëåòíèì îïûòîì ðàáîòû â ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ, â òîì ÷èñ-

ëå è ïåðâîé Õàðüêîâñêîé ãèìíàçèè. Ñðåäè åãî äîêëàäîâ íà çàñåäàíèÿõ ÕÌÎ åñòü äîêëàäû

ìåòîäè÷åñêîãî õàðàêòåðà: àíàëèç ó÷åáíèêîâ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå äëÿ ãèìíàçèé, äîêëàäû

ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ¾Î íîâîé ãåîìåòðèè òðåóãîëüíèêà¿, îòâåò ïðîô. À.Ï. Ñîêîëîâó íà

åãî ðåöåíçèþ êíèãè À.Ï. Ãðóçèíöåâà ¾Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ òåîðèÿ ñâåòà¿, ïðîðåöåíçèðîâàë è

ïîäãîòîâèë îòçûâû íà êíèãè Ê.ß. Ìîñòîâè÷à ¾Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåðìîäèíàìèêè¿ è Ñ. Ïåò-

ðîâè÷à ¾Îñíîâû ìåõàíèêè ñïëîøíîãî òåëà¿. Ñâîè ìåòîäè÷åñêèå ðàáîòû À.Ï. Ãðóçèíöåâ òàêæå

ïå÷àòàåò íà ñòðàíèöàõ æóðíàëà ¾Âåñòíèê îïûòíîé ôèçèêè è ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿.

À.Ï. Ãðóçèíöåâ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â îáùåñòâåííîì ìåðîïðèÿòèè îáùåñòâà �

ïðàçäíîâàíèè 100-ëåòèÿ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêå Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.

Âûïîëíÿÿ îáÿçàííîñòè ñåêðåòàðÿ îáùåñòâà, À.Ï. Ãðóçèíöåâ ñîñòàâëÿåò ïðîòîêîëû çàñåäà-

íèé îáùåñòâà, ãîòîâèò åæåãîäíûå îò÷åòû î äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà, ïåðåïèñûâàåòñÿ îò èìåíè

îáùåñòâà ñ äðóãèìè íàó÷íûìè ó÷ðåæäåíèÿìè, ðåöåíçèðóåò ïðèñëàííûå â àäðåñ îáùåñòâà íàó÷-
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íûå ñòàòüè. Âûïîëíÿÿ ïàðàëëåëüíî îáÿçàííîñòè êàññèðà îáùåñòâà, À.Ï. Ãðóçèíöåâ ñîñòàâëÿåò

ôèíàíñîâûå îò÷åòû ÕÌÎ è ó÷åò ñðåäñòâ îáùåñòâà.

Â 1908 ã. À.Ï. Ãðóçèíöåâ óøåë â îòñòàâêó èç Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ïî óñòàâó îá-

ùåñòâà äåéñòâèòåëüíûìè åãî ÷ëåíàìè ìîãëè áûòü òîëüêî ïðåïîäàâàòåëè ó÷åáíûõ çàâåäåíèé

Õàðüêîâà, âñå îñòàëüíûå ìîãëè áûòü ÷ëåíàìè-êîððåñïîíäåíòàìè èëè ïî÷åòíûìè ÷ëåíàìè. Â

ñâÿçè ñ àêòèâíûì ó÷àñòèåì À.Ï. Ãðóçèíöåâà â äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà â 1908 ãîäó åãî èçáðàëè

ïî÷åòíûì ÷ëåíîì.

Ïîñëå âûõîäà â îòñòàâêó À.Ï. Ãðóçèíöåâ íå ïðåðûâàåò ñâîåé íàó÷íîé ðàáîòû è äåÿòåëü-

íîñòè â îáùåñòâå. Â ïåðèîä ñ 1908 ã. ïî 1915 ã. 6 åãî äîêëàäîâ áûëî íàïå÷àòàíî íà ñòðàíèöàõ

¾Ñîîáùåíèé ÕÌÎ¿.

Ïîñëå À.Ï. Ãðóçèíöåâà äëèòåëüíîå âðåìÿ ñåêðåòàðåì îáùåñòâà áûë Â.À. Ñòåêëîâ, à òîâà-

ðèùåì ïðåäñåäàòåëÿ À.Ì. Ëÿïóíîâ. Òî åñòü â ïåðèîä ñ 1891 ã. ïî 1899 ã. ÷ëåíàìè ðàñïîðÿäè-

òåëüíîãî êîìèòåòà îáùåñòâà áûëè òðè âûäàþùèåñÿ ëè÷íîñòè, êîòîðûå ñûãðàëè çíà÷èòåëüíóþ

ðîëü íå òîëüêî â äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà, íî è â ìèðîâîé íàóêå. Ýòî Ê.À. Àíäðååâ, À.Ì. Ëÿ-

ïóíîâ è Â.À. Ñòåêëîâ.

Æèçíü è íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü Â.À. Ñòåêëîâà è À.Ì. Ëÿïóíîâà øèðîêî îñâåùåíû â ëèòå-

ðàòóðå. Ìû ðàññìîòðèì òîò ïåðèîä èõ æèçíè, êîòîðûé ñâÿçàí ñ Õàðüêîâîì è èõ äåÿòåëüíîñòüþ

â Õàðüêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå.

Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ Ëÿïóíîâ � âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê è ìåõàíèê êîíöà XIX � íà÷àëà

ÕÕ â. À.Ì. Ëÿïóíîâ ðîäèëñÿ 25 ìàÿ 1857 ã. â ßðîñëàâëå. Åãî îòåö äî ïåðååçäà â ßðîñëàâëü

ìíîãî ëåò ðàáîòàë â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå àñòðîíîìîì è äèðåêòîðîì àñòðîíîìè÷åñêîé îá-

ñåðâàòîðèè.

Íà÷àëüíîå îáðàçîâàíèå À.Ì. Ëÿïóíîâ ïîëó÷èë äîìà, à ïîñëå ñìåðòè îòöà ïîñòóïèë â 1870

ã. â ãèìíàçèþ Íèæíåãî Íîâãîðîäà ñðàçó â òðåòèé êëàññ. Â ãèìíàçèè îí áûë îäíèì èç ëó÷øèõ

ó÷åíèêîâ è çàêîí÷èë åå â 1876 ã. ñ çîëîòîé ìåäàëüþ.

Â 1880 îêîí÷èë ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà, îñòàëñÿ

ïðè óíèâåðñèòåòå è â 1884 ã. çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Îá óñòîé÷èâîñòè ýëëèïòè-

÷åñêèõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè¿.

Â ñëåäóþùåì 1885 À.Ì. Ëÿïóíîâ íàçíà÷àåòñÿ äîöåíòîì íà êàôåäðó òåîðåòè÷åñêîé ìå-

õàíèêè â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, ãäå ïðîðàáîòàë äî 1902 ã. Ïî ñëîâàì Â.À. Ñòåêëîâà,

Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ ñ îñîáûì ÷óâñòâîì âñïîìèíàë 17 ëåò æèçíè â Õàðüêîâå è íàçûâàë ýòî

âðåìÿ ñàìûì ñ÷àñòëèâûì. Âìåñòå ñ íà÷àëîì ðàáîòû â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå À.Ì. Ëÿïó-

íîâ ïîñòóïèë â ÕÌÎ è ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â åãî äåÿòåëüíîñòè ñ ïåðâûõ äíåé ÷ëåíñòâà.

Äåÿòåëüíîñòü À.Ì. Ëÿïóíîâà â Õàðüêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå îõâàòûâàåò 33 ãîäà

åãî æèçíè:

� ñ 1885 ïî 1891 îí � äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí îáùåñòâà;

� ñ 1891 ïî 1899 çàíèìàåò äîëæíîñòü òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ îáùåñòâà âî âðåìÿ ïðåäñåäà-

òåëüñòâà Ê.À. Àíäðååâà;

� ñ 1899 ïî 1902 ñòàíîâèòñÿ ïðåäñåäàòåëåì îáùåñòâà;

� ñ 1902 ã. åãî èçáèðàþò ïî÷åòíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà.

Â êà÷åñòâå ÷ëåíà ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà (òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ è ïðåäñåäàòåëÿ)

À.Ì. Ëÿïóíîâ, êðîìå íàó÷íîé ðàáîòû, çàíèìàåòñÿ îðãàíèçàöèîííîé äåÿòåëüíîñòüþ îáùåñòâà

(îðãàíèçóåò ðàáîòó çàñåäàíèé) è ðåøàåò âîïðîñ èçäàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè (ðåöåíçèðóåò ñòà-

òüè, ïðàâèò êîððåêòóðû óæå ãîòîâûõ ê èçäàíèþ ðàáîò, âûïîëíÿåò îáÿçàííîñòè ðåäàêòîðà

¾Ñîîáùåíèé ÕÌÎ¿).
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À.Ì. Ëÿïóíîâ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â íàó÷íîé ðàáîòå îáùåñòâà. Çà ïåðèîä ñâîå-

ãî ÷ëåíñòâà â îáùåñòâå À.Ì. Ëÿïóíîâ ñäåëàë 30 äîêëàäîâ íà çàñåäàíèÿõ îáùåñòâà, êîòîðûå

ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè îñíîâíûå ãðóïïû:

� äîêëàäûâàë ñòàòüè êîëëåã (À.À. Ìàðêîâà, Ï.È. Ñîìîâà, Í.Å. Æóêîâñêîãî, È.Â. Ìåùåð-

ñêîãî, Ä.Ê. Áîáûëåâà, Ä.À. Ãðàâå);

� ðåçóëüòàòû ñîáñòâåííûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, òåî-

ðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àñòðîíîìèè, òåîðèè ïîòåíöèàëîâ,

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è äð.;

� ïðåäëàãàë ñâîè ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ äðóãèõ ÷ëåíîâ îáùåñòâà.

Èç îáùåãî êðóãà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ À.Ì. Ëÿïóíîâà, ðàáîòû îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ

ïðèíåñëè åìó âñåìèðíóþ èçâåñòíîñòü, ïîòîìó ÷òî ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè íå òîëüêî â

îáëàñòè ìàòåìàòèêè, íî è â òåõ ðàçäåëàõ ìåõàíèêè è ôèçèêè, ãäå èçó÷àþòñÿ êîëåáàíèÿ ìå-

õàíè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé À.Ì. Ëÿïóíîâà îòâå÷àëè òàêæå

íàñóùíûì ïîòðåáíîñòÿì àñòðîíîìîâ òîãî âðåìåíè, êîòîðûå ðàáîòàëè íàä âîïðîñàìè àñòðîôè-

çèêè è íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Â 1891 ã. â ¾Ñîîáùåíèÿõ ÕÌÎ¿ áûëà îïóáëèêîâàíà åãî ðàáîòà ¾Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ

â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷è î òðåõ òåëàõ¿. Ýòî áûëà âòîðàÿ ðàáîòà ó÷åíîãî èç öèêëà ðàáîò

îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Â íåé àâòîð ðàññìàòðèâàåò óñòîé÷èâîñòü íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, âû÷èñëÿ-

åò äâå ïîñòîÿííûå, àíàëîãè÷íûå âûáðàííîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, ïðèâîäèò äâà ñïîñîáà äëÿ

ïðèáëèæåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ è ðåøàåò íåêîòîðûå âîïðîñû îá óñòîé÷èâîñòè.

Êðàòêèé àíàëèç ýòîé ðàáîòû ñäåëàíî â ñòàòüå Í.Ì. Ìåðêóëîâà è Ï.Á. Ñîêîëîâà.

Â 1892 ã. ÕÌÎ èçäàåò áîëüøîé òðóä Ëÿïóíîâà ¾Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ¿.

Ïîñëå çàùèòû åå â ýòîì æå ãîäó À.Ì. Ëÿïóíîâ, ïîëó÷èâ ñòåïåíü äîêòîðà, çàíèìàåò äîëæíîñòü

îðäèíàðíîãî ïðîôåññîðà â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå.

Èñïîëüçóÿ ëè÷íûå ñâÿçè, îí ïðèâëåê ê ðàáîòå â îáùåñòâå Ì.Í. Ëàãóòèíñêîãî, Å.Ì. Êîññå-

ðàòà, À.Ï. Êîòåëüíèêîâà.

Â 1900 ã. À.Ì. Ëÿïóíîâ ñòàíîâèòñÿ ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ, à â 1901 �

îðäèíàðíûì àêàäåìèêîì. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îðäèíàðíûå àêàäåìèêè îáÿçàíû áûëè ïîñòîÿííî

íàõîäèòüñÿ â Ïåòåðáóðãå, âåñíîé 1902 À.Ì. Ëÿïóíîâ âûåçæàåò èç Õàðüêîâà â Ïåòåðáóðã, ãäå

îí ïîëíîñòüþ ïîñâÿòèë ñåáÿ íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè.

Â 1902 ã. â ñâÿçè ñ îòúåçäîì À.Ì. Ëÿïóíîâà áûëî ñîçâàíî ñðî÷íîå çàñåäàíèå ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îáùåñòâà. Ïðèçíàâàÿ çàñëóãè À.Ì. Ëÿïóíîâà ïåðåä îáùåñòâîì, åãî àêòèâíîå ó÷àñòèå â

äåÿòåëüíîñòè ÕÌÎ Àëåêñàíäðà Ìèõàéëîâè÷à èçáðàëè ïî÷åòíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà.

Âëàäèìèð Àíäðååâè÷ Ñòåêëîâ � èçâåñòíûé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê � ðîäèëñÿ 28 äåêàáðÿ

1863 ã. â Íèæíåì Íîâãîðîäå. Ñðåäíåå îáðàçîâàíèå Â.À. Ñòåêëîâ ïîëó÷èë â Íèæåãîðîäñêîì

Àëåêñàíäðîâñêîì èíñòèòóòå. Ïîñëå åãî îêîí÷àíèÿ ïîñòóïèë íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-

êóëüòåò Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1883 ã. Â.À. Ñòåêëîâ ïåðåøåë â Õàðüêîâñêèé óíèâåð-

ñèòåò íà òîò æå ôàêóëüòåò. Îáó÷åíèå â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿëî íà

äàëüíåéøóþ æèçíü è äåÿòåëüíîñòü ó÷åíîãî. Âî âðåìÿ åãî ó÷åáû íà òðåòüåì êóðñå â Õàðüêîâ-

ñêèé óíèâåðñèòåò ïðèáûë ìîëîäîé ïðåïîäàâàòåëü À.Ì. Ëÿïóíîâ, çíàêîìñòâî ñ êîòîðûì ñòàëî

îïðåäåëÿþùèì â âûáîðå Â.À. Ñòåêëîâà ñâîåé äàëüíåéøåé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè.

Â 1887 ã. Â.À. Ñòåêëîâ îêîí÷èë Õàðüêîâñêèé èìïåðàòîðñêèé óíèâåðñèòåò ñ ñòåïåíüþ êàí-

äèäàòà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Îí áûë îñòàâëåí ïðè óíèâåðñèòåòå äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïðîôåñ-

ñîðñêîìó çâàíèþ ïî êàôåäðå ìåõàíèêè. Ðåçóëüòàòîì ñòàëà ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ ¾Î äâè-
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æåíèè òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè¿ (1894, Ìîñêâà). Â 1902 ã. çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ

¾Îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿.

Ñâîþ ïðåïîäàâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü Â.À. Ñòåêëîâ íà÷àë â 1891 ã. â êà÷åñòâå ïðèâàò-

äîöåíòà Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, â 1896 ã. ñòàë ýêñòðàîðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì, à â 1902,

ïîñëå çàùèòû äèññåðòàöèè, îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ñ Õàðüêîâñêèì óíèâåðñèòåòîì ñâÿçàíî 23 ãîäà æèçíè Â.À. Ñòåêëîâà. Âî âðåìÿ ðàáîòû â

óíèâåðñèòåòå îí áûë àêòèâíûì äåÿòåëåì Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Ïðîàíà-

ëèçèðîâàâ ïðîòîêîëû çàñåäàíèé îáùåñòâà è ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå

À.Ï. Ïøåáîðñêîãî, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïåðèîäû ðàáîòû Â.À. Ñòåêëîâà â Õàðüêîâñêîì

ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå:

� ñ 1888 ã. ïî 1891 ã. îí áûë äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà;

� ñ 1891 ã. ïî 1899 ã. èñïîëíÿë îáÿçàííîñòè ñåêðåòàðÿ îáùåñòâà;

� ñ 1899 ã. ïî 1902 ã. çàíèìàë äîëæíîñòü òîâàðèùà ïðåäñåäàòåëÿ;

� ñ 1902 ã. ïî 1906 ã. ñòàë ïðåäñåäàòåëåì îáùåñòâà;

� ñ 1906 ã. áûë èçáðàí ïî÷åòíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà.

Áîëüøóþ ÷àñòü ñâîåé äåÿòåëüíîñòè â îáùåñòâå Â.À. Ñòåêëîâ âõîäèë â ñîñòàâ ðàñïîðÿ-

äèòåëüíîãî êîìèòåòà, äåÿòåëüíîñòü â êîòîðîì íàêëàäûâàëà íåêîòîðûå îáÿçàííîñòè, êîòîðûå

îí âûïîëíÿë: ñîñòàâëÿë ïðîòîêîëû çàñåäàíèé îáùåñòâà è åæåãîäíûå îò÷åòû î äåÿòåëüíîñòè

ÕÌÎ, èñïîëíÿë îáÿçàííîñòè êàññèðà è âåë ó÷åò ñðåäñòâ îáùåñòâà, ïåðåïèñûâàëñÿ îò èìåíè

îáùåñòâà ñ äðóãèìè íàó÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè è ó÷ðåæäåíèÿìè, ðåöåíçèðîâàë íàïðàâëåííûå

îáùåñòâó ñòàòüè, äîêëàäûâàë ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ÷ëåíîâ-êîððåñïîíäåíòîâ è

ïî÷åòíûõ ÷ëåíîâ îáùåñòâà, áûë ðåäàêòîðîì ¾Ñîîáùåíèé ÕÌÎ¿ è çàíèìàëñÿ èçäàòåëüñêîé

äåÿòåëüíîñòüþ îáùåñòâà.

Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ïðèáëèæåííûõ êâàäðàòóð, äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà è

äèíàìèêè æèäêîñòè, ãëàâíûì îáðàçîì, áûëà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíûõ

ôóíêöèé, êîòîðóþ Â.À. Ñòåêëîâ ïðèñîåäèíèë ê ðÿäó âîïðîñîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íà âñåõ ýòàïàõ ñâîåé äåÿòåëüíîñòè â ÕÌÎ îí ðåãóëÿðíî âûñòóïàåò íà çàñåäàíèÿõ ñ ðå-

çóëüòàòàìè ñîáñòâåííûõ èññëåäîâàíèé. Îí âûñòóïèë ñ 37 äîêëàäàìè, êàñàþùèìèñÿ åãî ñîá-

ñòâåííûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé è îõâàòûâàþùèìè ðàçëè÷íûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè è ôèçè-

êè: àëãåáðà, àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ðÿäîâ, òåîðèÿ ôóíêöèé, ìåõàíèêà,

ãèäðîäèíàìèêà, ãèäðàâëèêà, àýðîäèíàìèêà è äð.

Êàê ÷ëåí ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà Â.À. Ñòåêëîâ äîêëàäûâàë íà çàñåäàíèÿõ îáùåñòâà

ñòàòüè ÷ëåíîâ-êîððåñïîíäåíòîâ è ïî÷åòíûõ ÷ëåíîâ. Ñðåäè íèõ ðàáîòû À.À. Ìàðêîâà, À. Êíå-

ñåðà è Â.Ï. Åðìàêîâà.

Äîñòàòî÷íî èçâåñòíîé ñòàëà íàó÷íàÿ ïåðåïèñêà Â.À. Ñòåêëîâà ñ íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì

À. Êíåñåðîì, êîòîðàÿ íà÷àëàñü â Õàðüêîâå. Îíà êàñàëàñü âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Áûëî íàéäåíî 22 ïèñüìà, ïî êîòîðûì ìîæíî ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ âçãëÿäîâ è èäåé ó÷åíûõ,

à òàêæå îïðåäåëèòü âëèÿíèå ýòîé ïåðåïèñêè íà ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé ó÷åíûõ.

Áëàãîäàðÿ ëè÷íûì îòíîøåíèÿì Â.À. Ñòåêëîâà ê ðàáîòå â ÕÌÎ áûëè ïðèâëå÷åíû òàêèå

èçâåñòíûå ó÷åíûå, êàê Êíåñåð, Ïóàíêàðå, Ïèêàð, Àïåëü, Àäàìàð, Ãóðâèö.

Çíà÷èòåëüíûé ýòàï äåÿòåëüíîñòè Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà ñâÿçàí ñ èìåíåì

âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî è ïåäàãîãà Ä.Ì. Ñèíöîâà. Ýòî ýòàï ðàçâèòèÿ íå òîëüêî íàó÷íîé, íî è

ïåäàãîãè÷åñêîé è îáùåñòâåííî-ïðîñâåòèòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà.

Äìèòðèé Ìàòâååâè÷ Ñèíöîâ ðîäèëñÿ â ãîðîäå Âÿòêà 8 (20) íîÿáðÿ 1867 ã. â ñåìüå çåìñêî-

ãî âðà÷à. Äîìàøíåå îáðàçîâàíèå ïîëó÷èë ïîä ðóêîâîäñòâîì ìàòåðè, åùå â äåòñòâå îâëàäåë
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íåñêîëüêèìè èíîñòðàííûìè ÿçûêàìè. Ñðåäíåå îáðàçîâàíèå ïîëó÷èë â Êàçàíñêèé ãèìíàçèè,

îêîí÷èâ êóðñ îáó÷åíèÿ ñ çîëîòîé ìåäàëüþ â 1886 ã. Îñåíüþ òîãî æå ãîäà ïîñòóïèë íà ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íà ÷åò-

âåðòîì êóðñå ïîëó÷èë çîëîòóþ ìåäàëü çà ðàáîòó íà òåìó ¾Î ôóíêöèÿõ ßêîâà Áåðíóëëè¿.

Çàíèìàëñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ìàòåìàòèêîé è àñòðîíîìèåé.

Ïî îêîí÷àíèè óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà è ïîñëå ñäà÷è ýêçàìåíîâ â èñïûòàòåëüíîé êîìèñ-

ñèè îñåíüþ 1890 ã. Ä.Ì. Ñèíöîâ áûë îñòàâëåí ïðè êàôåäðå ìàòåìàòèêè äëÿ ïîäãîòîâêè ê

ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ.

Ñ 1895 ã. Ä.Ì. Ñèíöîâ çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Òåîðèÿ êîííåêñîâ â ïðîñòðàí-

ñòâå â ñâÿçè ñ òåîðèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿä-

êà¿. Â 1898 ã. Ä.Ì. Ñèíöîâ çàùèòèë äèññåðòàöèþ íà ñòåïåíü äîêòîðà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíîé ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé.

Â Õàðüêîâñêèé óíèâåðñèòåò â 1903 ã. ïðèøåë óæå ñôîðìèðîâàííûé ó÷åíûé-ïåäàãîã ñ áî-

ãàòûì îïûòîì íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Áîëüøàÿ ÷àñòü, 43 ãîäà, íàó÷íî-ïåäàãî-

ãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷åíîãî áûëè îòäàíû Õàðüêîâñêîìó óíèâåðñèòåòó.

Â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå Äìèòðèé Ìàòâååâè÷ ÷èòàë êóðñû àíàëèòè÷åñêîé è äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïî ýòèì ïðåäìåòàì

èì áûëè èçäàíû êóðñû ëåêöèé, êîòîðûå ïîòîì ïåðåèçäàâàëèñü. Êðîìå ýòîãî, îí ïåðèîäè÷å-

ñêè ÷èòàë ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ, òåîðèþ ãðóïï íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èñòîðèþ ìàòåìàòèêè.

Â 1903 ã. îí ñòàíîâèòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Ä.Ì. Ñèíöîâ, êàê öåëüíàÿ è ìíîãîãðàííàÿ ëè÷íîñòü, çíà÷èòåëüíî ïîâëèÿë íà äåÿòåëüíîñòü

îáùåñòâà è åãî ðàçâèòèå.

Ñâîé ïåðâûé äîêëàä íà çàñåäàíèè ÕÌÎ ¾Îá îñîáåííûõ ýëåìåíòàõ êîííåêñîâ¿ Ä.Ì. Ñèíöîâ

ïðåäñòàâèë â 1902 ã., êîãäà åùå íå áûë äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì îáùåñòâà è ðàáîòàë îðäèíàð-

íûì ïðîôåññîðîì â Åêàòåðèíáóðãñêîì âûñøåì ãîðíîì ó÷èëèùå.

Âñêîðå ïîñëå ïåðåõîäà â Õàðüêîâñêèé óíèâåðñèòåò åãî èçáèðàþò äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì

ÕÌÎ. Â 1905 ã. îí ñòàíîâèòñÿ ÷ëåíîì ðàñïîðÿäèòåëüíîãî êîìèòåòà (òîâàðèùåì ïðåäñåäàòåëÿ),

à ñî ñëåäóþùåãî ãîäà (1906 ã.) åãî èçáèðàþò ïðåäñåäàòåëåì îáùåñòâà.

Êàê ïðåäñåäàòåëü Ä.Ì. Ñèíöîâ íàïðàâëÿë äåÿòåëüíîñòü îáùåñòâà. Ä.Ì. Ñèíöîâ ìíîãî

âíèìàíèÿ óäåëÿë ðåøåíèþ ïåäàãîãè÷åñêèõ âîïðîñîâ, îçíàêîìëåíèþ ñ îïûòîì ïðåïîäàâàíèÿ

äðóãèõ ïðîôåññîðîâ, â òîì ÷èñëå è èíîñòðàííûõ, îðãàíèçàöèè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â

ñðåäíåé è âûñøåé øêîëå. Ñ ïðèõîäîì Ä.Ì. Ñèíöîâà áûëî âîññòàíîâëåíî ïåäàãîãè÷åñêóþ äå-

ÿòåëüíîñòü ÕÌÎ.

Äìèòðèé Ìàòâååâè÷ ïðîÿâèë ãëóáîêóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü ê âîïðîñàì ðåôîðìû ïðåïîäà-

âàíèÿ ìàòåìàòèêè, â äîêëàäàõ è íà ñúåçäàõ, à òàêæå â ó÷åáíûõ ðóêîâîäñòâàõ.

Íà IV Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå, ïðîõîäèâøåì â àïðåëå 1908 ã., áûëà

ñîçäàíà ìåæäóíàðîäíàÿ êîìèññèÿ ïî âîïðîñàì ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, â ñîñòàâ êîòîðîé

âîøåë Ä.Ì. Ñèíöîâ. Ýòî ñîáûòèå îòðàæåíî â ïðîòîêîëàõ çàñåäàíèÿ îáùåñòâà ïî 17.12.1908 ã.

Íà ýòîì çàñåäàíèè îáñóæäàëñÿ âîïðîñ âîçîáíîâëåíèÿ ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà.

Óæå íà ñëåäóþùåì çàñåäàíèè (21.01.1909 ã.) áûëî ðåøåíî ïðîâîäèòü çàñåäàíèÿ, ïîñâÿùåí-

íûå ïðîáëåìàì ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè â ñðåäíèõ è âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ,

è âûäåëåíû ñëåäóþùèå ãëàâíûå çàäà÷è: îáñóæäåíèå âîïðîñîâ ðåôîðìèðîâàíèÿ ïðîãðàììû

ìàòåìàòèêè è ôèçèêè â ñðåäíåé øêîëå; ðàçúÿñíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïðå-

ïîäàâàíèÿ; çíàêîìñòâî ñ ñîâðåìåííûì ñîñòîÿíèåì ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ìàòåìàòèêè è ôèçè-
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êè, ïîëåçíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåïîäàâàòåëåé ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Äëÿ âûïîëíåíèÿ

ýòèõ çàäà÷ áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ïðîâîäèòü ïåäàãîãè÷åñêèå çàñåäàíèÿ äâàæäû â ìåñÿö, à

ðåçóëüòàòû è ïðîòîêîëû òàêèõ çàñåäàíèé ïå÷àòàòü â æóðíàëàõ ¾Âåñòíèê îïûòíîé ôèçèêè è

ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿ è ¾Ôèçè÷åñêîå îáîçðåíèå¿.

Îïðåäåëèâ çàäà÷è íà çàñåäàíèè îò 21.01.1909 ã., îáùåñòâî àêòèâíî ïðèñòóïèëî ê èõ ðå-

øåíèþ. Ñàì Äìèòðèé Ìàòâååâè÷ ÷èòàë íåñêîëüêî ðàç ìàòåìàòèêó íà êóðñàõ ïî ïîäãîòîâêå

ïðåïîäàâàòåëåé äëÿ ñðåäíåé øêîëû.

Ïî èíèöèàòèâå Ä.Ì. Ñèíöîâà ïðè îáùåñòâå áûëî îðãàíèçîâàíî ïåäàãîãè÷åñêîå îòäåëåíèå

ñ óêîìïëåêòîâàííîé ïåäàãîãè÷åñêîé áèáëèîòåêîé ïðè íåì, êîòîðîå çàíèìàëîñü ðàçðàáîòêîé

ïåäàãîãè÷åñêèõ âîïðîñîâ âûñøåé è ñðåäíåé øêîëû. Ê óïîðÿäî÷åíèþ áèáëèîòå÷íîãî ôîíäà

Ä.Ì. Ñèíöîâ îòíîñèëñÿ ñåðüåçíî, êîíòðîëèðîâàë íîâûå ïîñòóïëåíèÿ è ñëåäèë çà ïîïîëíåíèåì

ôîíäà ðàáîòàìè ñàìèõ ÷ëåíîâ îáùåñòâà, çàíèìàëñÿ âîïðîñàìè îáìåíà èçäàíèÿìè ñ äðóãèìè

îáùåñòâåííî-íàó÷íûìè ó÷ðåæäåíèÿìè.

Îáùåñòâî ïûòàëîñü îðãàíèçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé êàáèíåò äëÿ ñòóäåíòîâ. Áëàãîäàðÿ óëó÷-

øåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé áàçû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ýòó èäåþ óäàëîñü ðåàëèçî-

âàòü.

Ä.Ì. Ñèíöîâ ñ áîëüøîé ýíåðãèåé äîáèâàëñÿ â óïðàâëåíèè óíèâåðñèòåòîì àññèãíîâàíèé íà

ïîïîëíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî êàáèíåòà ëèòåðàòóðîé, à ãåîìåòðè÷åñêîãî êàáèíåòà � ìîäåëÿìè.

Êàê êíèãè, òàê è ìîäåëè îí ëè÷íî âûïèñûâàë è ñàì æå âåë çàïèñè â èíâåíòàðíûõ êíèãàõ.

Çàíèìàÿñü ïðîáëåìîé íàãëÿäíîñòè, â ðàáîòå ¾Î ðîëè èíòóèöèè â ïðåïîäàâàíèè âûñøåé ìàòå-

ìàòèêè¿ îí îáîñíîâûâàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ àòëàñà êðèâûõ.

Ïîíèìàÿ ðîëü êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé ìàòåìàòèêè â ïîäãîòîâêå ìîëîäûõ ó÷åíûõ, Ä.Ì.

Ñèíöîâ äîáèâàåòñÿ îòäåëåíèÿ ôàêóëüòåòîì ñðåäñòâ íà èçäàíèå ¾Õàðüêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé

áèáëèîòåêè¿. Çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ ÕÌÎ íà÷àëî èçäàâàòü ñåðèþ êíèã áèáëèîòåêè. Â

ïåðâóþ ñåðèþ ¾Õàðüêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé áèáëèîòåêè¿ ïëàíèðîâàëîñü âêëþ÷àòü êëàññè-

÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ, äîñòóïíûå è íåîáõîäèìûå ïðåïîäàâàòåëÿì. Âî âòîðóþ ñåðèþ � îáçîðû

è ìîíîãðàôèè ïî îòäåëüíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.

Êàê ïðåäñåäàòåëü îáùåñòâà Ä.Ì. Ñèíöîâ çàíèìàë äîëæíîñòü ðåäàêòîðà æóðíàëà ¾Ñîîá-

ùåíèÿ ÕÌÎ¿, ðåøàë ôèíàíñîâûå âîïðîñû, çàíèìàëñÿ âîïðîñàìè èçäàòåëüñòâà.

Äåÿòåëüíîñòü Ä.Ì. Ñèíöîâà áûëà äîñòàòî÷íî øèðîêîé è ðàçíîïëàíîâîé. Îí ïëàíèðî-

âàë, ãîòîâèë è ïðîâîäèë çàñåäàíèå ÕÌÎ, îðãàíèçîâûâàë è êîíòðîëèðîâàë èçäàòåëüñêóþ äå-

ÿòåëüíîñòü îáùåñòâà è âûñòóïàë ðåäàêòîðîì âñåõ èçäàíèé, ðåôåðèðîâàë æóðíàëû è ðàáîòû,

ïðèñëàííûå â ðàñïîðÿäèòåëüíûé êîìèòåò îáùåñòâà. Îí áûë â ñîñòàâå ðåäàêöèé ¾Ñîîáùåíèÿ

ÕÌÎ¿, ¾Ó÷åíûõ çàïèñîê Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà¿, ¾Ñáîðíèêà òðóäîâ èíñòèòóòà ìàòåìà-

òèêè ÀÍ ÓÑÑÐ¿.

Îòäàâàÿ ìíîãî âðåìåíè íà îðãàíèçàöèîííóþ è ïåäàãîãè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü ÕÌÎ,

Ä.Ì. Ñèíöîâ íå îñòàâëÿë è çàíÿòèé íàóêîé. Íà çàñåäàíèÿõ îí äîêëàäûâàë ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ

èññëåäîâàíèé ñâîèõ êîëëåã, ïðèñëàííûå â àäðåñ îáùåñòâà, ñðåäè íèõ ðàáîòû Â.Ï. Åðìàêîâà,

Ì.À. Òèõîìàíäðèöêîãî, Â.À. Ñòåêëîâà, Ä.Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî, Ê.À. Ïîññå, À.À. Ìàð-

êîâà, À.À. Ôðèäìàíà è Ì. Ïåòëèíà, ß.Â. Óñïåíñêîãî, Í.Ñ. Êîøëÿêîâà, Á.Í. Äåëîíå.

Íåêîòîðóþ ÷àñòü ñâîèõ ðàáîò îí ïîñâÿòèë æèçíè è äåÿòåëüíîñòè äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Ñðåäè íèõ äîêëàäû íà çàñåäàíèÿõ îáùåñòâà î Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé è åå òðóäàõ, äîêëàäû, ïîñâÿ-

ùåííûå ïàìÿòè Í.Å. Æóêîâñêîãî, À.Ì. Ëÿïóíîâà, À.Ï. Ãðóçèíöåâà, Ë.À. Ñòðóâå, íåêðîëîãè

Ê.À. Àíäðååâà, À.À. Ìàðêîâà. Íà çàñåäàíèÿõ îáùåñòâà îí âûñòóïàë ñ îò÷åòàìè î ðàáîòå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñåêöèè íà XI I ñúåçäå åñòåñòâîèñïûòàòåëåé è âðà÷åé, î âòîðîì Âñåðîññèéñêèé ñúåçä

ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè, î âûõîäå èç ïå÷àòè ¾Ðîññèéñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé áèáëèîãðàôèè¿
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ïîä åãî ðåäàêöèåé, î ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè â Ìîñêâå è Ïåòðîãðàäå, î íîâîñòÿõ èíî-

ñòðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû.

Ñîáñòâåííûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ Ä.Ì. Ñèíöîâà, êîòîðûå îí äîêëàäûâàë íà çàñåäàíèÿõ

îáùåñòâà, êàñàëèñü òåîðèè êîííåêñîâ, àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, òåðìî-

äèíàìèêè.

Îðãàíèçàöèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî ãåîìåòðèè â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå ñâÿçàíà ñ

èìåíåì Ä.Ì. Ñèíöîâà. Ïî åãî èíèöèàòèâå â óíèâåðñèòåòå íà÷àëè ÷èòàòü òàêèå êóðñû, êàê

íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, ïðîåêòèâíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ñôå-

ðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ëèíåéíàÿ ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, òåîðèÿ íåïðåðûâ-

íûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, òîïîëîãèÿ è äð.

Â 1912 � 1913 âïåðâûå â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå Ä.Ì. Ñèíöîâ îáúÿâëÿåò ñåìèíàð ïî

äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (íåîáÿçàòåëüíûé è áåñïëàòíûé). Åìó óäàåòñÿ ïðèâëå÷ü ê íà-

ó÷íûì èññëåäîâàíèÿì ïî ãåîìåòðèè áîëüøóþ ãðóïïó ñâîèõ ó÷åíèêîâ. Ýòîìó ñïîñîáñòâîâàëà

îðãàíèçàöèÿ ñíà÷àëà íàó÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà, çàòåì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé êà-

ôåäðû ãåîìåòðèè óíèâåðñèòåòà è ñåêòîðà ãåîìåòðèè Õàðüêîâñêîãî íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî

èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î ñîçäàíèè Õàðüêîâñêîé

ãåîìåòðè÷åñêîé øêîëû, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ âåäóùåé íà Óêðàèíå.

Ä.Ì. Ñèíöîâ âîçãëàâëÿë ÕÌÎ òå÷åíèå ïî÷òè 40 ëåò. Çà ýòî âðåìÿ â ñòðàíå ïðîèñõîäèëè

ñëîæíûå ïîëèòè÷åñêèå è ñîöèàëüíûå ñîáûòèÿ: Ïåðâàÿ ìèðîâàÿ âîéíà, ðåâîëþöèè, ïîñòîÿí-

íàÿ ñìåíà âëàñòè, ñòàíîâëåíèå Ñîâåòñêîãî ãîñóäàðñòâà. Õàðüêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî

ïðîäîëæàëî ðàáîòàòü, õîòÿ óæå íå íàáèðàëî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ëþäåé è çàñåäàíèÿ ïðîâîäè-

ëèñü íåðåãóëÿðíî. Ïîñëå îôèöèàëüíîãî îáíîâëåíèÿ îáùåñòâà â 1925 ã. çà ãîä áûëî ïðîâåäåíî

10 çàñåäàíèé ñ 17 äîêëàäàìè, ñðåäè êîòîðûõ 5 ïðèíàäëåæàëî Ä.Ì. Ñèíöîâó.

Ä.Ì. Ñèíöîâ îïðåäåëèë íàïðàâëåíèÿ ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà. Ïîä åãî ðó-

êîâîäñòâîì ÷ëåíû îáùåñòâà ðàçíûå ïî âîçðàñòó è îïûòîì ðàáîòû ðàáîòàëè íàä îáùåé ïå-

äàãîãè÷åñêîé çàäà÷åé: ðåôîðìèðîâàíèå øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Ýòî äàåò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü,

÷òî ïîä ðóêîâîäñòâîì Ä.Ì. Ñèíöîâà ñôîðìèðîâàëñÿ òâîð÷åñêèé êîëëåêòèâ, êîòîðûé ðàçðà-

áàòûâàë îáùóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ ïðîáëåìó, òî åñòü ñôîðìèðîâàëàñü íàó÷íàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ

øêîëà.

Âëèÿíèå Ä.Ì. Ñèíöîâà íà äåÿòåëüíîñòü îáùåñòâà è åãî ÷ëåíîâ áûëî çíà÷èòåëüíûì. Îí

âîçðîäèë ïåäàãîãè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü îáùåñòâà, ïî åãî èíèöèàòèâå áûë ñîçäàí ïåäàãîãè÷å-

ñêîå îòäåëåíèå ïðè ÕÌÎ, îí ïðèâëåê ê ðåøåíèþ ïåäàãîãè÷åñêèõ è ìåòîäè÷åñêèõ âîïðîñîâ

øèðîêèé êðóã õàðüêîâñêèõ ó÷åíûõ, ðàñøèðèë èçäàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü îáùåñòâà è ïðîâî-

äèë àêòèâíóþ ïîëèòèêó ïðèâëå÷åíèÿ è ïîäãîòîâêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ â àòìîñôåðå íàó÷íîãî

ïîèñêà è àêòèâíîé ãðàæäàíñêîé ïîçèöèè.
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" = f (x; y) : y > "; �1 < x < + 1g ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ñèíãóëÿðíîé ëèíèåé âèäà

mY

j =1

 

@z �
aj (z)
z � z

!

U = f (z) ; m = 1 ; 2; 3 ; (1)

ãäå 2@z = @x + i@y � îïåðàòîð Êîøè-Ðèìàíà, aj (z) 2 C j � 1(S+ ); j = 1; 3; U(z) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ

F (z) 2 L p;2(S+ ); p > 2 � ôèêñèðîâàííûå çàäàííûå ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèÿ ïî èñòîðèè ðàçâèòèè óðàâíåíèÿ (1) è ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ

ãðàíè÷íûõ çàäà÷ èçëîæåíà â [1-6]. Â äàëüíåéøåì äëÿ êîìïàêòíîãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ââå-

äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L j �
@
@�z

�
aj (z)

jz � zjn
; (T aj )(z) � �

1
�

Z

G

(aj (� ) � a0
j (� ))d�d�

j� � � jn (� � z)
; j = 1 ; 2; 3: (2)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1) ôóíêöèè aj (z) 2 C2(S+ ); j = 1 ; 2; 3 îãðàíè÷åíû â S+ ; è

â îêðåñòíîñòè @S+ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1) aj (z) � a0
j (z) = O(1)jz � zj j ;  j > n; 1 � j � 3 : (3)

Êðîìå òîãî, ôóíêöèè aj (z); 1 � j � 3 òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèÿ:

2) aj (z) � a0
j (z) = O(1)jz � zj j ;  j > 0; y ! 0; 1 � j � 3 ; (4)

Rea0
1 > Rea0

2 > Rea0
3 > 0; y ! 0; (5)

aj (z) = o(jzj" j ) ; " j > 1; y 6= 0 ; jzj ! 1 ; 1 � j � 3 ; (6)

jz � zja3 � 3f (z) 2 L p;2(S+ ) ; p > 2: (7)
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Òîãäà è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé � j (z) 2 C(S+ S
@S+ ) , � j (z) = o(r � 2) , r ! 1 ; 1 � j � 3, àíàëè-

òè÷åñêèõ â îáëàñòè S+
ôîðìóëà

U(z) = jz � zja1 e(T (a1 ))( z)

 

� 1(z) +

 

T
�

jz � zj� e(T (q� ))( � ) � 2(� )
�

!

(z)�

 

T
� �

K a1
(� ) � K a1

(z)
�

jz � zja1 (� 1 )� a3 (� 1 )e� (T (qa1 � a3 ))( � ) � 3(� )
�

!

(z)+

 

T
� �

K a1 ;a 2 � a3
(t) � K a1 ;a 2 � a3

(z)
�

jt � t ja3 (t )� 3e� (T (qa3 ))( � ) f (� )
�

!

(z)

îïðåäåëÿåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà D 3;p(S+ nL) , ãäå

K a1 (t) = T(j� � � ja1 eTa1 )( t) ; � = a1 � a2 ;

K a1 ;a2 � a3 (z) = T((K a1 (t) � K a1 (z)) j� � � ja2 � a1 eTa2 � a3 (� ))(z) :

Â äàëüíåéøåì, â îñíîâíîì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êëàññîì ôóíêöèé D j;p (S+ ); p > 2, j =
1; 2; 3, èìåþùèõ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ j -ãî ïîðÿäêà ïî z; îãðàíè÷åííûõ ïðè r ! 1 ïî

ëþáûì íàïðàâëåíèÿì. Â ðàáîòå íàéäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)

è èññëåäîâàíà çàäà÷à òèïà Ðèìàíà -Ãèëüáåðòà.

Çàäà÷à òèïà Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà. Çàäà÷à Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáó-

åòñÿ íàéòè ðåøåíèå U(z) 2 D 3;p(S+ ) óðàâíåíèÿ (1) ïî çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ

Re[� 1jz � zj� a1 U]@S+ = g1(t) ;

Re[� 2jz � zj� a2 L 1U]@S+ = g2(t) ;

Re[� 3jz � zj� a3 L 2L 1U]@S+ = g3(t) ;

(G)

ãäå ôóíêöèÿ � j (t) = � j (t) + i� j (t) 2 H (@S+ ); ïðè÷åì � j (t) 6= 0 ; t 2 @S+ , gj (t) = o(jt j� h j ) ,

hj > 0; j = 1 ; 2; 3:
Íàø ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è óñëîâèé çàäà÷à G: Åñëè � k =
IndGk (t) � 0; k = 1; 3; òî çàäà÷à (1) � (G) íà ïîëóïëîñêîñòè áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è å¼ ðåøåíèå

ñîäåðæèò

3P

j =1
� j + 3 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Åñëè äëÿ êàêîãî-íèáóäü k = k0 , � k0 < � 1; à

äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ � k � 0; òî çàäà÷à (1) � (G) ðàçðåøèìà ëèøü ïðè âûïîëíåíèè � � k0 � 1

óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè, è åå ðåøåíèå çàâèñèò îò

3P

k=1
� k +2 � � k0 � 0 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Åñëè � k = � 1; k = 1; 3, òîãäà çàäà÷à (1) � (G) ðàçðåøèìà, áåçóñëîâíî.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ ìåòîä ñèíòåçà öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî

ðàçðåøåíèÿ íà îñíîâå ãðóïïû èçîáðàæåíèé òîãî æå îáúåêòà ñ íèçêèì ðàçðåøåíèåì (ìåòîä

ïîëó÷åíèÿ ñâåðõðàçðåøåíèÿ) íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíòåç öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ, ñóáïèêñåëüíîå ñêàíèðîâàíèå, câåðõ-

ðàçðåøåíèå.

Ìåòîäû ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé íàïðàâëåíû íà óëó÷øåíèå âîñïðè-

ÿòèÿ èçîáðàæåíèÿ òåõíè÷åñêîé èëè õóäîæåñòâåííîé êàðòèíû ÷åëîâåêîì. Ïðè ýòîì ïîíÿòèå

¾ïîâûøåíèå êà÷åñòâà¿ ñâÿçûâàåòñÿ êàê ñ õàðàêòåðîì ïåðåäàâàåìîé çðèòåëþ (÷èòàòåëþ) ïî-

ñðåäñòâîì ýòîãî èçîáðàæåíèÿ èíôîðìàöèè, òàê è ñî ñïåöèôèêîé ÷åëîâå÷åñêîãî çðåíèÿ. Â ýòîé

ñâÿçè îáðàáîòêà öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ åãî êà÷åñòâà, â çàâè-

ñèìîñòè îò óêàçàííûõ ñïåöèôèê ìîæåò çíà÷èòåëüíî âàðüèðîâàòüñÿ, ÷òîáû ñîîòâåòñòâîâàòü

âûòåêàþùèì èç íèõ âåñüìà ðàçëè÷íûì öåëÿì. Íàïðèìåð, âàæíûì äëÿ âîñïðèÿòèÿ ìîæåò

áûòü îáåñïå÷åíèå ¾ïðàâèëüíîé¿ ïåðåäà÷è öâåòíîñòè èçîáðàæåíèÿ. Êðîìå òîãî èçîáðàæåíèå

ìîæåò ñîäåðæàòü øóìîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ÷àñòè÷íî ìàñêèðóþùóþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ,

äëÿ ïåðåäà÷è êîòîðîé îíî ïðåäíàçíà÷àëîñü, è óëó÷øåíèå êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ â òàêîì ñëó÷àå

äîñòèãàåòñÿ åãî îáðàáîòêîé, íàïðàâëåííîé íà âûäåëåíèå è ïîñëåäóþùåå âû÷èòàíèå ôîíîâîé

ñîñòàâëÿþùåé. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå

ðàçðåøåíèå, ò.å. êîëè÷åñòâî ïèêñåëåé, êîòîðûìè îíî ôîðìèðóåòñÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íà-

ïðèìåð, äëÿ âèçóàëüíîé ïåðåäà÷è ïðîñòîé èíôîðìàöèè, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü èçîáðàæåíèÿ

î÷åíü íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ, ÷òî îáåñïå÷èò è âûñîêóþ ñêîðîñòü åå âîñïðèÿòèÿ. Â äðóãèõ ñëó-

÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ âîñïðèÿòèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìåëêèõ äåòàëåé êàðòèíêè èëè ñõåìû,

òðåáóåòñÿ âûñîêîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ,

÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò îáåñïå÷èòü äåòåêòèðóþùàÿ ìàòðèöà, íåäî-

ñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé äåòàëèçàöèè èçîáðàæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíîå öèô-

ðîâîå èçîáðàæåíèå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â òå÷åíèå îäíîé ýêñïîçèöèè. Â ýòîì ñëó÷àå âîç-

íèêàåò çàäà÷à åãî ñèíòåçà íà îñíîâå ãðóïïû èçîáðàæåíèé îäíîé è òîé æå êàðòèíêè, èìåþùèõ

áîëåå íèçêîå ðàçðåøåíèå, ò.å. òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à ¾ñâåðõðàçðåøåíèÿ¿.
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Ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ çà ñ÷åò îáðàáîòêè íåñêîëüêèõ èñ-

õîäíûõ èññëåäóåòñÿ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äâàäöàòè ëåò. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåíû

ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, êîòîðûå ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì. Åñëè â êà÷å-

ñòâå îñíîâàíèÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé ñìåùåíèÿ ðåãèñòðèðóþùåé ñèñòåìû,

òî âûäåëÿþò ïîäõîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñìåùåíèÿ èçîáðàæåíèÿ îáúåêòà íà ôèêñèðóþùåé åãî

ìàòðèöå äåòåêòîðîâ (motion-based techniques) è ïîäõîäû áåç ñìåùåíèÿ (motion-free approaches).

Ïî òèïó îáðàáàòûâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ìåòîäû, îñíîâàííûå

íà èñïîëüçîâàíèè ÷àñòîòíûõ [1] èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ [2-4] õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâåðõðàçðåøåíèÿ, îñíîâàííûé

íà ñìåùåíèè èçîáðàæåíèÿ îáúåêòà [3-4] íà ôèêñèðóþùåé åãî ìàòðèöå äåòåêòîðîâ ñ ïîñëåäó-

þùåé îáðàáîòêîé ïîëó÷åííûõ èçîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ. Ðàñòðîâîå

èçîáðàæåíèå èìååò îïðåäåëåííóþ ñòðóêòóðó. Íàèìåíüøèì ëîãè÷åñêèì ýëåìåíòîì èçîáðàæå-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïèêñåëü. Èç îïðåäåëåíèÿ ïèêñåëÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äåòàëèçàöèÿ ðàñò-

ðîâîãî èçîáðàæåíèÿ çàäà¼òñÿ ïðè åãî ñîçäàíèè èñõîäíûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê. Ïðè óâåëè÷åíèè

ìàñøòàáà èçîáðàæåíèÿ, ïèêñåëè ïðåâðàùàþòñÿ â êðóïíûå ç¼ðíà çà ñ÷åò îêðàøèâàíèÿ â îäèí

öâåò ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ èçîáðàæàþùåé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ìîíèòîðà). ×òîáû óìåíüøèòü

ðàçìåð ïèêñåëÿ, íåîáõîäèìî äîïîëíèòü êîëè÷åñòâî òî÷åê, îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðû ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ èì ïèêñåëåé, à çíà÷èò, íóæíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèíòåçèðóåìîì èçîá-

ðàæåíèè. Ãäå æå åå ïîëó÷èòü, åñëè èñõîäíûå èçîáðàæåíèÿ óæå èìåþò ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå,

îãðàíè÷åííîå ñóùåñòâóþùèì òåõíè÷åñêèì ïðåäåëîì? Òåì íå ìåíåå, ñèíòåçèðîâàííîå èçîáðà-

æåíèå ìîæåò èìåòü áîëåå âûñîêîå ðàçðåøåíèå, à çíà÷èò, ñàìî èçîáðàæåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü

áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì êàæäîå èç èñõîäíûõ èçîáðàæåíèé îáúåêòà ñúåìêè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ âî âçàèìíûõ ñóáïèêñåëüíûõ ñìåùåíèÿõ èñõîä-

íûõ èçîáðàæåíèé. È çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ñâåðõðàçðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó àëãîðèòìà ñèíòåçà

èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ íà îñíîâå ãðóïïû èñõîäíûõ èçîáðàæåíèé, ñäâèíóòûõ îòíî-

ñèòåëüíî äðóã äðóãà íà äîëè ïèêñåëà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó àëãîðèòìó îáðàáîòêà èñõîäíûõ

èçîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ñóáïèêñåëüíîé îáðàáîòêîé. Ñóáïèêñåëüíàÿ îáðà-

áîòêà â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåò ïîëó÷åíèå íîâîãî çíà÷åíèÿ ïèêñåëÿ íà îñíîâå îáðàáîòêè

íåñêîëüêèõ äðóãèõ, ÷àñòè÷íî ñõîäíûõ ìåæäó ñîáîé ïèêñåëåé.

Ðèñ. 1. Ñõåìà âçàèìíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïèêñåëåé èñõîäíûõ

è ñèíòåçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèé. Ñëó÷àé ñäâèãà íà 1/2 ïèêñåëÿ.
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Îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ñèíòåçà ðàññìîòðèì ñèíòåç îä-

íîìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ íà îñíîâå äâóõ èçîáðàæåíèé, ñäâèíóòûõ íà ïîëïèêñåëÿ íà ìàòðèöå

äåòåêòîðîâ, ñîäåðæàùåé N ïèêñåëåé (ñòðèïîâ) (ñì. ðèñ. 1.). Äâà èñõîäíûõ îäíîìåðíûõ èçîá-

ðàæåíèÿ áóäóò ïðåäñòàâëåíû âåêòîðàìè ðàçìåðîì N ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð, V1 è V2. Äëÿ îä-

íîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâåðõðàçðåøåíèÿ ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ

ñèíòåçèðóåìîãî âåêòîðà VS.

Îäíèì èç ïîäõîäÿùèõ äëÿ ýòîãî ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ýêðàíèðîâêà ïåðâîé ïîëîâèíû ïåðâî-

ãî ïèêñåëÿ V1 0 . Ïðè ýòîì âîçíèêàåò êðàåâîå óñëîâèå VS 0 =V1 0 . Äðóãèå çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé

ñèíòåçèðóåìîãî èçîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðîñòîìó àëãîðèòìó, ïðåä-

ñòàâëåííîìó â âèäå ïðîãðàììû ïàêåòà MathCad:

(1)

Â ðåçóëüòàòå òàêîé ñóáïèêñåëüíîé îáðàáîòêè âåêòîðîâ V1 è V2 ïîëó÷àåì âåêòîð èçîáðà-

æåíèÿ VS ñ óâåëè÷åííûì âäâîå ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì.

Åñëè äåòåêòîð, ðåãèñòðèðóþùèé îäíîìåðíîå èçîáðàæåíèå, ñäâèãàòü íå íà ïîëîâèíó ïèê-

ñåëà, à íà åãî òðåòü, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òðè âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñúåìêè èçîáðàæåíèÿ

â òðåõ ïîëîæåíèÿõ äåòåêòîðà: V1, V2 è V3. Ñõåìà ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïèêñåëåé

ðåãèñòðèðóþùåé ìàòðèöû â òðåõ óêàçàííûõ ïîëîæåíèÿõ ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ïèêñåëåé èñõîäíûõ è ñèíòåçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèé äëÿ ñäâè-

ãîâ íà 1/3 ïèêñåëÿ. Êðàåâîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ýêðàíèðîâàíèåì èçîáðàæåíèÿ

íà ïåðâîì ïèêñåëå.
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Àëãîðèòì ñèíòåçà íà îñíîâå ýòèõ âåêòîðîâ âåêòîðà èçîáðàæåíèÿ ñ ðàçðåøåíèåì â òðè ðàçà

áîëåå âûñîêèì ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:

(2)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèíòåç èçîáðàæåíèÿ çàäàííîãî ôóíêöèè f (x) = sin( x) .

Èçîáðàæåíèå ðåãèñòðèðóþòñÿ ìàòðèöåé ïèêñåëåé ðàçìåðîì d. Ñèãíàëû i-òîãî ïèêñåëÿ â ðàç-

íûõ ïîëîæåíèÿõ äåòåêòîðà îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè:

V1i :=

(i +1) �dZ

i �d

f (x)dx ; V2i :=

(i +1) �d+ d
3Z

i �d+ d
3

f (x)dx ; V3i :=

(i +1) �d+ 2d
3Z

i �d+ 2d
3

f (x)dx :

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåì óñëîâèÿìè ýêðàíèðîâàíèÿ ÷àñòè ïåðâîãî

ïèêñåëÿ â ïåðâîì è âòîðîì ïîëîæåíèÿõ:

V10 :=

dZ

2�d
3

f (x)dx ; V20 :=

d+ d
3Z

2�d
3

f (x)dx :

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû âåêòîðû èñõîäíûõ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé V1, V2, V3 è âåêòîð

ñèíòåçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ VS = synthesis3((V1, V2, V3).

Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ñèíòåçèðîâàííûé âåêòîð, îïèñûâàþùèé îäíîìåðíîå

èçîáðàæåíèå, èìååò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ áîëüøå (â äàííîì ñëó÷àå âòðîå), ÷åì èñõîäíûå âåê-

òîðû.

Ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü îáîáùåíà è íà ñëó÷àé äâóìåðíûõ èçîáðàæåíèé.
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SUB-PIXEL SCANNING TO PRODUCE

SUPER-RESOLUTION DIGITAL IMAGES

S.V. Blazhevich, E.S. Selyutina

Belgoro d State University,

Pob edy St., 85, Belgoro d, 308015, Russia, e-mail: blazh@bsu.edu.ru

Abstract. It is prop osed the metho d of high-resolution digital image synthesis on the basis of

the set of low-resolution images of the same ob ject (the metho d of sup er-resolution). The metho d

is exempli�ed in the case of the one-dimensional image.

Key words: synthesis of digital images, sub-pixel scanning, sup erresolution.
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ÂÈÇÓÀËÈÇÂÀÖÈß ÏÎÒÎÊÀ ÍÅÌÀÒÈÊÀ Â ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÄÅÔÅÊÒÀ

ÄÈÝËÅÊÒÐÈÊÀ Â ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ Si/SiO 2 /ÍÅÌÀÒÈÊ/ÝËÅÊÒÐÎÄ

Ñ.È. Êó÷ååâ, Í.Â. Ìàëàé, Þ.Ñ. Òó÷èíà

Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

óë. Ïîáåäû 85, Áåëãîðîä, 308015, Ðîññèÿ, e-mail: skucheev@yaho o.com

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå íåìàòè÷åñêîãî æèäêîãî êðèñòàëëà â îêðåñòíîñòè äå-

ôåêòà äèýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêè â ñòðóêòóðå Si/SiO 2 /íåìàòèê/ýëåêòðîä â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè-

÷åñêîì ïîëå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîòîê æê ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè äåôåêòà, îáóñëîâëåííûé èîí-

íûì òîêîì, âûçûâàåò èçìåíåíèå îðèåíòàöèè îðèåíòèðîâàííîãî íåìàòèêà, è âèçóàëèçèðóåòñÿ

â ïîëÿðèçîâàííîì ñâåòå â âèäå êîíöåíòðè÷åñêèõ èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö ñ êðåñòîîáðàçíûì

ïîëåì ïîãàøåíèÿ ñâåòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåôåêò SiO 2 , íåìàòèê, ïåðèîäè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ, ìèêðîíàñîñ.

Îñíîâíûì áàçîâûì ýëåìåíòîì êðåìíèåâûõ ïðèáîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà Si/SiO 2 áëàãîäà-

ðÿ óíèêàëüíûì ýëåêòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì ãðàíèöû [1]. Ïðè ýòîì, íåêîòîðûå òèïû äåôåêòîâ

SiO 2 óêàçàííîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, ìèêðîñêîïè÷åñêèå ó÷àñòêè íå îêèñëåííîé ïîâåðõíîñòè

êðåìíèÿ, ïðè óñëîâèè èõ íèçêîé êîíöåíòðàöèè íà ïîâåðõíîñòè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷è-

òåëüíûå òðóäíîñòè ïðè îáíàðóæåíèè èõ âûñîêîðàçðåøàþùèìè ìåòîäàìè êîíòðîëÿ, òàêèìè

êàê, íàïðèìåð, ðàñòðîâàÿ ýëåêòðîííàÿ è àòîìíàÿ ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèè. Ïîýòîìó òðåáóþòñÿ

áîëåå ïðîñòûå ýêñïðåññ-ìåòîäû ïðåäâàðèòåëüíîãî êàðòèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè, êîãäà íà ñðàâíè-

òåëüíî áîëüøîé ïëîùàäè èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè, ôàêòè÷åñêè ìåòîäàìè íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

(îïòè÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ) ëîêàëèçóþòñÿ äåôåêòû ïëåíêè SiO 2 äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ âû-

ñîêîðàçðåøàþùèìè ìåòîäàìè. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç òàêèõ ìåòîäîâ êàðòèðîâàíèÿ ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ ìåòîä îñíîâàííûé íà ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ (æê).

Áëàãîäàðÿ âÿçêî óïðóãèì ñâîéñòâàì æê ìàòåðèàëîâ, ëîêàëüíûå âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå

ìèêðîñêîïè÷åñêèìè äåôåêòàìè (èëè äðóãèìè ëîêàëüíûìè ïðè÷èíàìè) ñîïðîâîæäàþòñÿ èçìå-

íåíèåì îðèåíòàöèè ìîëåêóë æê â áîëüøåì ìàñøòàáå, è âñëåäñòâèå äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ, ìîãóò

áûòü îïòè÷åñêè çàðåãèñòðèðîâàíû, ò.å. äðóãèìè ñëîâàìè, ðåàëèçóåòñÿ ïðèíöèï ¾îïòè÷åñêîãî

óñèëåíèÿ¿. Äëÿ äåôåêòîâ òèïà íå îêèñëåííîé ïîâåðõíîñòè, âîçìóùàþùèìè æê ôàêòîðàìè ìî-

ãóò ñëóæèòü íåîäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â îêðåñòíîñòè íå èçîëèðîâàííîé äèýëåêòðèêîì

ïîâåðõíîñòè êðåìíèÿ è (èëè) ëîêàëüíûé ñêâîçíîé èîííîé òîê ÷åðåç ñëîé æê, ôîðìèðóþùèéñÿ

áëàãîäàðÿ èíæåêöèè ýëåêòðîíîâ [2].

Â ðÿäå ðàáîò áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äåôîðìàöèÿ íåìàòèêà â îêðåñòíîñòè äåôåêòîâ äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïëåíêè èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíîé ïîëÿðíîñòè ïðèëîæåííîãî ê ÿ÷åéêå

íàïðÿæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êðåìíèåâîé ïîäëîæêè. Ïðè ýòîì â îñíîâó ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé

ïîâåäåíèÿ æê â îáëàñòè äåôîðìàöèè áûëè ïîëîæåíû ýôôåêò äèíàìè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâå-

òà [3], ïîëåâûå ýôôåêòû îáóñëîâëåííûå íàêîïëåíèåì èîííîãî çàðÿäà [4], ôëåêñîýëåêòðè÷åñêèé

ýôôåêò [5]. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ìû óêàçûâàåì, ÷òî ñêâîçíîé ëîêàëüíûé èîííûé òîê,

ïðîòåêàþùèé ÷åðåç ñëîé æê, ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè îðèåíòèðîâàííîãî íåìàòèêà áëàãîäàðÿ

îðèåíòàöèè ìîëåêóë æê â ïîòîêå.
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Ðèñ. 1. Ñå÷åíèå æê ÿ÷åéêè (íå â ìàñøòàáå).

D � äåôåêò äèýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêè SiO 2 íà Si.

Íà ðèñ. 1 ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî ñå÷åíèå æê ÿ÷åéêè èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå. Â êà÷å-

ñòâå ïîäëîæêè èñïîëüçîâàëñÿ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèé êðåìíèé p-òèïà ïðîâîäèìîñòè (óäåëüíîå

ñîïðîòèâëåíèå 4,5 Îì � ñì) ñ ïëåíêîé îêèñè êðåìíèÿ SiO 2 òîëùèíîé 350 ìêì. Ãîìåîòðîïíàÿ

îðèåíòàöèÿ íåìàòè÷åñêîãî æèäêîãî êðèñòàëëà 5ÑÂ (Ìîíîêðèñòàëëëðåàêòèâ, Õàðüêîâ) äîñòè-

ãàëàñü îáðàáîòêîé ðàñòâîðîì ëåöèòèíà â òîëóîëå îáîèõ ïîâåðõíîñòåé ïðîçðà÷íîãî ýëåêòðîäà

ITO è äèýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêè SiO 2 . Òîëùèíà æê ñëîÿ âàðüèðîâàëàñü â ïðåäåëàõ 5-100 ìêì

ñ ïîìîùüþ ôòîðîïëàñòîâûõ ïðîêëàäîê. Íàáëþäåíèå ïðîâîäèëîñü â ïîëÿðèçàöèîííûé ìèêðî-

ñêîï ñî ñêðåùåííûìè ïîëÿðèçàòîðàìè.

Äåôîðìàöèÿ íåìàòèêà, ïðè äåéñòâèè ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íàïðÿæåíèÿ, íà÷èíà-

åò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ â âèäå ñâåòëîé êîëüöåâîé ïîëîñû ñ êðåñòîîáðàçíûì ïîëåì ïîãàøåíèÿ,

ðèñ. 2à. ¾Êðåñò¿ ãàøåíèÿ ñâåòà ñâÿçàí ñ ïîãëîùåíèåì ñâåòà ïîëÿðèçàòîðàìè. Îí ïîêàçûâà-

åò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè ìîëåêóë àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîå ñ îñüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

äåôåêò, ïðè ýòîì èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ìîëåêóë ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñ-

êîñòè ÿ÷åéêè.

Ðèñ. 2. Äåôîðìàöèÿ íåìàòèêà â îêðåñòíîñòè äåôåêòà. R-êðàñíîå èíòåðôåðåíöèîííîå êîëüöî.

Íàïðÿæåíèå, Â: a � 4; b � 4,4; c � 4,7; d � 7,3. Òîëùèíà æê ñëîÿ 50 ìêì.
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Îáðàùàåò âíèìàíèå íà ñåáÿ ôàêò, ÷òî êîëüöåâàÿ äåôîðìàöèÿ ëîêàëèçîâàíà íà çàìåòíîì

óäàëåíèè îò ñàìîãî äåôåêòà, êîòîðûé ðàñïîëîæåí â öåíòðå îáëàñòè äåôîðìàöèè. Ïîñëåäíåå

êîñâåííî óêàçûâàåò íà íå îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ìåõàíèçìå îïèñûâàå-

ìîãî ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ýôôåêòà. Ñîãëàñíî ãåîìåòðèè ÿ÷åéêè, ðèñ. 1, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

ìàêñèìàëüíî â öåíòðå è íà÷àëüíîå ïðîñâåòëåíèå ïîëÿ çðåíèÿ îæèäàëîñü áû òàêæå áëèæå ê

öåíòðó.

Íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ äåôîðìàöèè, ðèñ. 2a, ñâåòëîå êîëüöî íå èìååò öâåòíîé îêðàñêè, êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì èíòåðôåðåíöèè ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà. Îêðàøåííûå èíòåðôåðåí-

öèîííûå êîëüöà ïîÿâëÿþòñÿ äàëåå ñ óâåëè÷åíèåì íàïðÿæåíèÿ, ðèñ. 2 b-d. Ñíà÷àëà ïîÿâëÿåòñÿ

îäíî êîëüöî (R), ìåñòîðàñïîëîæåíèå êîòîðîãî òàêæå óäàëåíî îò îñè ñèììåòðèè (äåôåêòà),

ðèñ. 2b, à çàòåì, â ïðîöåññå äåëåíèÿ ýòîãî êîëüöà è ïîñëåäóþùèõ, â êîíå÷íîì èòîãå, â ðå-

çóëüòàòå óïëîòíåíèÿ êîëåö äðóã ê äðóãó, ôîðìèðóþòñÿ äâà êîëüöåâûõ îáðàçîâàíèÿ (1,3) ñ

óçêîé ñâåòëîé êîëüöåâîé ïîëîñîé ìåæäó íèìè (2), ðèñ. 2d. Â êîëüöåâûõ îáðàçîâàíèÿõ 1 è 2 ñî-

äåðæèòñÿ ðàâíîå ÷èñëî èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö, à õîä ïîðÿäêà èíòåðôåðåíöèîííûõ öâåòîâ

îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé ñâåòëîé êîëüöåâîé ïîëîñû (2), ïðîòèâîïîëîæíûé. Óìåñòíî ñðàâ-

íèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ èíòåðôåðåíöèîííûõ öâåòîâ â êîëüöåâîì îáðàçîâàíèè

(íàïðèìåð, â 1-ì îò ïåðèôåðèè ê öåíòðó) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èçìåíåíèÿ èíòåðôåðåíöèîí-

íîé îêðàñêè â êëàññè÷åñêîé ÿ÷åéêå ñ ïðîçðà÷íûìè ýëåêòðîäàìè ïðè Â-ýôôåêòå [2]. Õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè Â-ýôôåêòà, ïðè ïîðîãîâîì íàïðÿæåíèè, íàáëþäàåòñÿ ñìåíà òåì-

íîãî ïîëÿ, êîòîðîå îáóñëîâëåíî èñõîäíîé ãîìåîòðîïíîé îðèåíòàöèåé íåìàòèêà, íà ñâåòëîå, à

òîëüêî ïîòîì (ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ) ïîÿâëÿþòñÿ ÷åðåäóþùèåñÿ äðóã çà äðóãîì èí-

òåðôåðåíöèîííûå öâåòà ïîëÿ çðåíèÿ. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïðè íà÷àëüíîì íå çíà÷èòåëüíîì

îòêëîíåíèè äèðåêòîðà îò íîðìàëè, íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èíòåðôåðåíöèè ìåæäó îáûêíî-

âåííûì è íåîáûêíîâåííûì ëó÷àìè, âîçìîæíî, âñëåäñòâèå íàðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîãå-

ðåíòíîñòè, è ïåðâûé èíòåðôåðåíöèîííûé öâåò, äëÿ êîòîðîãî íà÷èíàþò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

èíòåðôåðåíöèè, ÿâëÿåòñÿ êðàñíûé. Â íàøåì ñëó÷àå, ïåðâîå èíòåðôåðåíöèîííîå êîëüöî (R)

òàêæå èìååò êðàñíûé öâåò. Îòìåòèì, ñâåòëàÿ êàåìêà (íå öâåòíàÿ), ïî ïåðèôåðèè äåôîðìèðî-

âàííîé îáëàñòè íåìàòèêà, òàê è îñòàåòñÿ íå öâåòíîé ïðè ëþáîì äåéñòâóþùåì íàïðÿæåíèè, è

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ àíàëîãîì ïåðåõîäà îò òåìíîãî ïîëÿ ê ñâåòëîìó ïðè Â-ýôôåêòå. Òàêèì

îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå öâåòíûõ èíòåðôåðåíöèîííûé êîëåö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñâîåãî ðîäà,

ðàçâåðòêó â ïëîñêîñòè ÿ÷åéêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðôåðåíöèîííûõ öâåòîâ, èìåþùèõ ìå-

ñòî ïðè Â-ýôôåêòå. Ïðè ýòîì ðîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (äëÿ Â-ýôôåêòà), êàê ïîêàçàíî íèæå,

âûïîëíÿåò ïîòîê æê ìàòåðèàëà.

Èçìåðåíèÿ øèðèíû èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö, ïðîâåäåííûå â ÿ÷åéêàõ ñ ðàçíîé òîëùè-

íîé æê ñëîÿ (10-100 ìêì) (äëÿ 5 ìêì ÿ÷ååê ýôôåêòû ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íå

ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìîå êîëè÷åñòâî èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö) ïîêàçûâàþò, ÷òî â

íåêîòîðîì äèàïàçîíå íàïðÿæåíèé, èõ øèðèíà, ïðàêòè÷åñêè, íå çàâèñèò îò òîëùèíû ÿ÷åéêè è

ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ.

Ïîâîðîò ÿ÷åéêè íà ëþáîé óãîë (0-360

�
) âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ÿ÷åéêè,

íå ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì öâåòà èíòåðôåðåíöèîííûõ êîëåö. Ýòî ïîäòâåðæäàåò âûøåñêà-

çàííîå, ÷òî èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ìîëåêóë æê ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòÿõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ

ïëîñêîñòè ÿ÷åéêè, ò.å. èçìåíÿþòñÿ ïîëÿðíûå óãëû ìîëåêóë, íî íå àçèìóòàëüíûå.

Âûøåïðåäñòàâëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ìîäåëü äåôîð-

ìàöèè îðèåíòèðîâàííîãî íåìàòèêà â îêðåñòíîñòè äåôåêòà äèýëåêòðèêà. Ïðè ïðèêëàäûâàíèè

íàïðÿæåíèÿ ê æê ÿ÷åéêå, ÷åðåç ñëîé æê îò äåôåêòà (D) ê ýëåêòðîäó ITO òå÷åò èîííûé òîê j

(ðèñ. 3), êîòîðûé âîâëåêàåò â äâèæåíèå âåùåñòâî æèäêîãî êðèñòàëëà â òîì æå íàïðàâëåíèè.
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Ðèñ. 3. Îðèåíòàöèÿ (îòêëîíåíèå îò íîðìàëè) ìîëåêóë â ïîòîêàõ æê ìàòåðèàëà. D � äåôåêò

ïëåíêè SiO 2 . j -� ñêâîçíîé èîííûé òîê â æê ñëîå îò êàòîäà (ïîâåðõíîñòü íå îêèñëåííîãî ó÷àñòêà

êðåìíèÿ (D) ê àíîäó (ïîâåðõíîñòü ýëåêòðîäà ITO (íå ïîêàçàíà)). G � ïîãðàíè÷íûé ñëîé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èîííûé òîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñâîåãî ðîäà ìèêðîíàñîñîì, ïåðåêà-

÷èâàþùèì æê ìàòåðèàë, èíòåíñèâíîñòü ïåðåêà÷êè êîòîðîãî óïðàâëÿåòñÿ íàïðÿæåíèåì. Ïðè

ìàëûõ íàïðÿæåíèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ çàìêíóòûé ëàìèíàðíûé ïîòîê æê ìàòåðèàëà îò öåí-

òðà âäîëü ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà ITO è âîçâðàò æê ìàòåðèàëà îáðàòíî ê öåíòðó (D) âäîëü

ïîâåðõíîñòè ïëåíêè SiO 2 îêèñè êðåìíèÿ (ðèñ. 3). Ïîãðàíè÷íûé ñëîé G â îáúåìå æê ñëîÿ,

ãäå îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ýòèõ âñòðå÷íûõ ïîòîêîâ ðàâíà íóëþ, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïåðâî-

íà÷àëüíî ïëîñêèé. Â òàêîé ñèòóàöèè ïðîñâåòëåíèå ãîìåîòðîïíî îðèåíòèðîâàííîãî íåìàòèêà

(ðèñ. 2à) îáúÿñíÿåòñÿ îðèåíòàöèåé äèðåêòîðà â ïîòîêå æê âåùåñòâà [5] (ðèñ. 3). Ó âåðõíå-

ãî ýëåêòðîäà ìîëåêóëû îòêëîíÿþòñÿ îò öåíòðà, à ó íèæíåé ïîâåðõíîñòè SiO 2 � ê öåíòðó

â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 3). Ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ, ïîãðàíè÷íûé ñëîé G òå-

ðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ïðåâðàùàÿñü èç ïëîñêîãî â ïåðèîäè÷åñêè äåôîðìèðîâàííûé, íàâÿçûâàÿ

ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðèåíòàöèþ íåìàòèêó (ðèñ. 2d). Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî

ïðèíÿòèå ïîãðàíè÷íûì ñëîåì âîëíîîáðàçíîãî ïðîôèëÿ � äîâîëüíî øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííîå

ÿâëåíèå íà ãðàíèöå âñòðå÷íûõ ïîòîêîâ â ðàçíûõ ñðåäàõ [6].

Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ ìèêðî÷àñòèö, âçâåøåííûõ â æê, äåéñòâèòåëüíî ïîêàçûâàåò, ÷òî

îíè ïåðåìåùàþòñÿ öèðêóëÿðíûì îáðàçîì îò öåíòðà, ãäå ðàñïîëîæåí äåôåêò, ê ïåðèôåðèè è

îáðàòíî â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïåðåñåêàÿ ïðè ýòîì âûøå óêàçàííûå êîëüöåâûå îáðàçîâà-

íèÿ (1, 2, 3, ðèñ. 2d), èíîãäà çàõîäÿ çà ãðàíèöó äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè íåìàòèêà (â îáëàñòü

ãîìåòðîïíîé îðèåíòàöèè) íà ðàññòîÿíèå 20-30 ìêì.

Â çàêëþ÷åíèè íåîáõîäèìî îòìåòèòü äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Ïåðâîå êàñàåòñÿ ñóùåñòâåííîãî

îãðàíè÷åíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè âûøå îïèñàííîãî ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ýôôåêòà äëÿ ðåãèñòðà-

öèè äåôåêòîâ ïëåíêè SiO 2 , à âòîðîå � ïðèìåíåíèå â äèôðàêöèîííîé îïòèêå. Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå, ÷òî ïåðåîðèåíòàöèÿ íåìàòèêà â îêðåñòíîñòè äåôåêòà ïëåíêè îáóñëîâëåíà èîííûì

òîêîì è ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ýòîãî òîêà, íàëè÷èå âñêðûòûõ îêîí â îêèñëå,

èìåþùèõ çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ ïëîùàäü, ÷åì ïëîùàäü äåôåêòîâ, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå, ìîæåò

ñíèçèòü òîêè íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ìèêðîñêîïè÷åñêèå äåôåêòû, âïëîòü äî íå âîçìîæíîñòè

ðåàëèçàöèè äåôîðìàöèè íåìàòèêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, äåôåêòû ïëåíêè ìîãóò áûòü â íàëè-

÷èè, íî íå âèçóàëèçèðîâàòüñÿ, ò.ê. îñíîâíàÿ äîëÿ èîííîãî òîêà áóäåò ïðîòåêàòü ÷åðåç ó÷àñòêè
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ÿ÷åéêè ñî âñêðûòûìè îêíàìè â îêèñëå. È âòîðîå � ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ïåðèîäà ýëåêòðè-

÷åñêè óïðàâëÿåìîé äåôîðìàöèè íåìàòèêà, äîñòèãíóòûé â ðàáîòå, ñðàâíèì (è äàæå ìåíüøå)

ñî ñòàíäàðòíûìè ðàçìåðàìè ïèêñåëîâ ýëåêòðè÷åñêè óïðàâëÿåìûõ êîììåð÷åñêèõ ìîäóëÿòîðîâ

ñâåòà (íàïðèìåð [7, 8]), âûïîëíåííûõ ïî òåõíîëîãèè LCoS (æê íà êðåìíèé). Òàêîå ñðàâíåíèå

ïîêàçûâàåò ïîòåíöèàëüíóþ ïåðñïåêòèâíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèðåê-

òîðà, îñíîâàííîå íà ñàìîîðãàíèçîâàííîì ýôôåêòå âîëíîîáðàçíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèðåêòîðà

âîçíèêàþùåì ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìåæäó ïîòîêàìè æê âåùåñòâà â

ïðåäëàãàåìîé ãåîìåòðèè æê ÿ÷åéêè.
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VISUALIZATION OF NEMATIC FLOW IN THE VICINITY OF DEFECT

OF DIELECTRIC IN Si/SiO 2 /NEMATIC/ELECTROD STRUCTURE

S.I. Kucheev, N.V. Malai, Yu. S. Tuchina

Belgoro d State University,

Pob edy St., 85, Belgoro d, 308015, Russia, e-mail: skucheev@yaho o.com

Abstract. Behavior of homeotropically oriented nematic liquid crystal (5CB, Single Crystal

Institute, Kharkiv, Ukraine) in the vicinity of defect in SiO 2 dielectric �lm at Si/SiO 2 /nematic/elect-

ro d structure under the direct voltage action is investigated. It is shown that liquid crystal �ow that

is asso ciated with through-like ion current b etween defect and ITO electro de causes the change of

initial orientation of the nematic and it is visualized via concentric interference rings with cross-like

quenching of p olarized light.

Key words: SiO 2 defect, nematic, p erio d deformation, micropump.
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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈß ÄËß ÀÂÒÎÐÎÂ

Æóðíàë ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè ÁåëÃÓ. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà, Ôèçèêà¿ âûõîäèò ÷åòûðå ðàçà

â ãîä. Â æóðíàëå ïå÷àòàþòñÿ ñòàòüè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-

êè (çà èñêëþ÷åíèåì òåêñòîâ, èìåþùèõ ÷èñòî êîìïüþòåðíîå ñîäåðæàíèå è âû÷èñëèòåëüíîé

ýìïèðèêè).

Ðåäêîëëåãèÿ æóðíàëà ïðèíèìàåò îò àâòîðîâ ðóêîïèñè ñòàòåé, íàïèñàííûå íà ðóññêîì èëè

íà àíãëèéñêîì ÿçûêàõ. Ñîäåðæàíèå ñòàòåé ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðåçóëüòàòû îðèãèíàëüíûõ

èññëåäîâàíèé àâòîðà(îâ), òàê è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáçîð ïî âûáðàííîé àâòîðîì(àìè) òåìå.

Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü íàïèñàíà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè è ñ òàêèì ðàñ÷åòîì,

÷òîáû áûòü ïîíÿòíîé íå òîëüêî óçêèì ñïåöèàëèñòàì ïî âûáðàííîìó àâòîðîì(àìè) íàïðàâ-

ëåíèþ èññëåäîâàíèé, íî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ. Íè â êîåì ñëó÷àå ðóêîïèñü íå

äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êðàòêèé îò÷åò î ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ, íàïèñàííûé â âèäå

êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé îïèñàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðóêîïèñü

äîëæíà áûòü ñòðóêòóðèðîâàíà � ðàçäåëåíà íà ðàçäåëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îòäåëüíûå ñìûñëî-

âûå åäèíèöû òåêñòà. Â ëþáîì ñëó÷àå, ðóêîïèñü äîëæíà ñîäåðæàòü ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå.

Ðàçäåëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû è èìåòü çàãîëîâêè.

Âî ââåäåíèè äîëæíû áûòü îïèñàíû: ïðîáëåìà, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ðóêîïèñü, îïðåäåëåíî

ìåñòî ýòîé ïðîáëåìû â îáùåì îáú¼ìå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû êðàò-

êàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîëó÷åííûé àâòîðîì(àìè) ðåçóëüòàò. Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû äîëæíà

áûòü äàíà õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ óêàçàíèåì åãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî

ðàçâèòèÿ òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Òå æå ñàìûå òðåáîâàíèÿ ê ââåäåíèþ è çàêëþ÷åíèþ ïðåäúÿâëÿþòñÿ è äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè,

ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èõ ñîäåðæàíèå äîëæíî áûòü ïîñâÿùåíî îïèñàíèþ âñåé ñîâîêóïíîñòè

ðåçóëüòàòîâ, îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèå âûáðàííîé àâòîðîì îáëàñòè èññëåäîâàíèé, è ñàì òåêñò

äîëæåí áûòü íàïèñàí ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè.

Âîçìîæíà òàêæå ïóáëèêàöèÿ ñòàòüè, íîñÿùåé ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íî â ýòîì ñëó÷àå

ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèè òàêîé ðóêîïèñè ïðèíèìàåòñÿ ðåäêîëëåãèåé îòäåëüíî.

Ðóêîïèñü äîëæíà áûòü îôîðìëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèÿìè íàïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ òåêñòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ äîëæ-

íû áûòü ÷åòêî âûäåëåíû òàêèå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû, êàê ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé, òåîðåì

è ëåìì, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé, îòìå÷åíû íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâ.

Ïîëíûé îáú¼ì ðóêîïèñè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå, íå äîë-

æåí ïðåâûøàòü 20 ñòðàíèö ôîðìàòà A4. Îíà äîëæíà áûòü íàïèñàíà øðèôòîì 12pt ÷åðåç äâà

èíòåðâàëà. Îáú¼ì îáçîðíîé ñòàòüè íåîáõîäèìî çàðàíåå îãîâîðèòü ñ ðåäêîëëåãèåé æóðíàëà.

Ïîñëå ïîäãîòîâêè îäíèì èç ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè çàêëþ÷åíèÿ î ñîîòâåòñòâèè ðóêîïèñè íîð-

ìàì æóðíàëà ¾Íàó÷íûå âåäîìîñòè¿ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îáùåì ñîáðàíèè ðåäêîëëåãèè. Â

îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåäêîëëåãèåé ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðåøåíèå î áîëåå òùàòåëüíîì èçó÷åíèè

ðóêîïèñè âíåøíèì (íå âõîäÿùåì â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà) ðåöåíçåíòîì. Ðåäêîëëåãèÿ

îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà ìåëêèå ñòèëèñòè÷åñêèå èñïðàâëåíèÿ òåêñòà ðóêîïèñè ïîñëå ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ î å¼ ïóáëèêàöèè.

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:

1) îñíîâíàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè, ïðåäñòàâëÿåìàÿ íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì

ÿçûêàõ. Ïðè ýòîì íàçâàíèå ñòàòüè äîëæíî ñîñòîÿòü íå áîëåå ÷åì èç 20 ñëîâ.

2) èíäåêñ MSC (ñì. Mathematical Sub ject Classi�cation) òîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòî-

ðîìó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ;
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3) ñïèñîê àâòîðîâ ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà èõ ðàçìåùåíèÿ ïðè ïóáëèêàöèè ñòàòüè;

4) àííîòàöèÿ íà ðóññêîì ÿçûêå; å¼ îáú¼ì íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10-12 ñòðîê, íàïèñàííûõ

øðèôòîì 12pt;

5) ñïèñîê êëþ÷åâûõ ñëîâ (íå áîëåå 10-12);

6) òåêñò ïåðåâîäà çàãîëîâêà ñòàòüè, àííîòàöèè è êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå;

7) ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðóêîïèñè;

8) äàííûå îá àâòîðàõ ñòàòüè ñ óêàçàíèåì ìåñòà èõ ðàáîòû, òî÷íîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà ïðåä-

ïðèÿòèÿ. Äîëæíû áûòü óêàçàíû àäðåñà ýëåêòðîííîé ïî÷òû. Ýòè äàííûå íåîáõîäèìî ïðåäñòà-

âèòü òàêæå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Êðîìå òîãî, äîëæíà áûòü äàíà ëàòèíñêàÿ òðàíñêðèïöèÿ

ôàìèëèé àâòîðîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñòàòåé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå äîëæíà áûòü äàíà òðàí-

ñêðèïöèÿ ôàìèëèé àâòîðîâ êèðèëëèöåé;

9) ñïèñêà ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì, åñëè îíè èìåþòñÿ â ðóêîïèñè.

Ïîðÿäîê îôîðìëåíèÿ ýòîé èíôîðìàöèè â ýëåêòðîííîì ôàéëå óêàçàí â ïðèëîæåíèè â êîíöå

íàñòîÿùèõ ïðàâèë (ñì. ï.5) òðåáîâàíèé ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó).

Â ðåäàêöèþ ïðèñûëàåòñÿ ýëåêòðîííûé ôàéë ðàáîòû. Îí äîëæåí áûòü ïîäãîòîâëåí â ðå-

äàêòîðå LaÒåÕ (LaTeX2e, AMSLaTeX). Ôàéëû, ïðèãîòîâëåííûå â äðóãîì ðåäàêòîðå,

ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåäêîëëåãèåé íå áóäóò . Ïðè ýòîì íóæíî ïðèñûëàòü ôàéë ðàáîòû ñ

ðàñøèðåíèåì ¾tex¿ è p df-êîïèþ ôàéëà ñ ðàñøèðåíèåì ¾dvi¿ ðàáîòû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåäàê-

öèÿ èìåëà âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ åãî ñ àâòîðñêèì îðèãèíàëîì ïðè ðåäàêòèðîâàíèè è âåðñòêå

æóðíàëà. Ïðèñûëàòü ñàì dvi-ôàéë ïðè ýòîì íå íóæíî.

Îñîáûå òðåáîâàíèÿ ê ýëåêòðîííîìó íàáîðó â ðåäàêòîðå LaTeX (è òîìó ïîäîáíûì

ðåäàêòîðàì) ñëåäóþùèå.

1) Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ââîäèìûå àâòîðàìè íîâûå íåñòàíäàðòíûå êîìàíäû.

2) ¾Âûêëþ÷íûå¿ ôîðìóëû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ðó-

êîïèñè â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íèõ åñòü ññûëêè â òåêñòå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåæèìà equation

äëÿ íàáîðà âûêëþ÷íûõ ôîðìóë îáÿçàòåëüíî óïîòðåáëåíèå äëÿ èõ íóìåðàöèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ íîìåðîâ ôîðìóë â òåêñòå. Äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ ìåòîê ôîðìóë öèôð, ñíàáæåííûõ

øòðèõàìè (èëè öèôð ñîâìåñòíî ñ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà). Îäíàêî ýòèì íóæíî ïîëüçî-

âàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè ñ öåëüþ áîëåå òî÷íîé ïåðåäà÷è ñìûñëà òåêñòà.

3) Â ñëó÷àå, åñëè â ñòàòüå èìåþòñÿ ðàçäåëû â âèäå ïðèëîæåíèé â êîíöå îñíîâíîãî òåê-

ñòà ðàáîòû, íóìåðàöèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ âûêëþ÷íûõ ôîðìóë ìîæåò áûòü íåçàâèñèìîé îò

íóìåðàöèè îñíîâíîãî òåêñòà. Ïðè ýòîì â ïðèëîæåíèÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ óïîòðåáëåíèå äâîéíîé

íóìåðàöèè, â êîòîðîé ïåðâûé ñèìâîë ìîæåò áûòü ïðîïèñíîé áóêâîé èëè íîìåðîì ïðèëîæåíèÿ.

Êàæäûé èç ðàçäåëîâ-ïðèëîæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñëîâîì ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì

ýòîãî ïðèëîæåíèÿ. Ýòî ñëîâî äîëæíî áûòü âûðîâíåíî ïî ïðàâîìó ïîëþ ñòðàíèöû. Çàòåì ñëå-

äóåò çàãîëîâîê ýòîãî ïðèëîæåíèÿ.

4) Ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè â ññûëêàõ íà îñíîâå êîìàíä cite (èëè íåïîñðåäñòâåííî) â ýëåê-

òðîííîì òåêñòå ðóêîïèñè íóæíî îáîçíà÷àòü öèôðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ ïîðÿäêîâîìó íî-

ìåðó ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå, è íè â êîåì ñëó÷àå íå èñïîëüçîâàòü ìåòêè äðóãîãî òèïà.

5) Íèæå ïðèëàãàåòñÿ øàáëîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó äîëæåí îôîðìëÿòüñÿ ôàéë ñòàòüè. Äëÿ

àâòîðîâ ñëåäîâàíèå ýòîìó øàáëîíó îáÿçàòåëüíî .
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Ðèñóíêè

Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè äîëæíî áûòü óäåëåíî ðèñóíêàì, åñëè

îíè èìåþòñÿ â òåêñòå ðàáîòû. Îíè äîëæíû áûòü êà÷åñòâåííî âûïîëíåíû è ïðåäñòàâëåíû â

ðåäàêöèþ â ýëåêòðîííîé ôîðìå â âèäå îòäåëüíûõ ôàéëîâ â ôîðìàòå ¾ps¿. Ôàéëû ðèñóíêîâ

íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïèñêîì ïîäïèñåé ê ðèñóíêàì. Ïðè ýòîì â íàçâà-

íèå êàæäîãî èç ôàéëîâ ðèñóíêîâ, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ïðè âåðñòêå âûïóñêà æóðíàëà,

äîëæíà âõîäèòü ôàìèëèÿ îäíîãî èç àâòîðîâ, çàïèñàííàÿ ëàòèíèöåé (íàïðèìåð, Ivanov1.ps,

Petrov2.ps è ò.ä.).

Íà ïðåäñòàâëÿåìûõ â ýëåêòðîííîì ôîðìàòå ðèñóíêàõ íå ñëåäóåò íàíîñèòü òå êîììåíòè-

ðóþùèå èõ ïîäïèñè, êîòîðûå ïðèñûëàþòñÿ â ðåäêîëëåãèþ îòäåëüíûì ñïèñêîì.

Âíèìàíèå! Â ñëó÷àå ïðèñûëêè â ðåäàêöèþ ðàáîòû ñ íåêà÷åñòâåííî âûïîëíåííûìè ðè-

ñóíêàìè, îíà áóäåò âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó .

Òàáëèöû

Åñëè â òåêñòå ðàáîòû åñòü òàáëèöû, òî èõ ñëåäóåò ôîðìèðîâàòü íà îñíîâå ïðîãðàììû

LaTeX è íè â êîåì ñëó÷àå íå îôîðìëÿòü â âèäå ðèñóíêîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ

Îáðàùàåì âíèìàíèå àâòîðîâ íà òðåáîâàíèå ê êà÷åñòâåííîìó îôîðìëåíèþ ñïèñêà èñïîëü-

çóåìûõ â ðàáîòå ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå

ÃÎÑÒîì, ïðè îôîðìëåíèè òàêîãî ñïèñêà âåñüìà ñëîæíû è îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå çà-

äà÷, ñâÿçàííûõ ñ öåíòðàëèçîâàííûì ïîèñêîì è õðàíåíèåì íàó÷íîé èíôîðìàöèè, êîòîðûå íå

ñïåöèôè÷íû äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ïðàêòèêè, â æóðíàëå èñïîëüçóåòñÿ ñîáñòâåííàÿ

ñèñòåìà åãî îôîðìëåíèÿ. Òèïû ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ êà÷åñòâåííî äîâîëüíî ðàçíîîáðàç-

íû. Ïîýòîìó ðåäàêöèÿ íå ïðåäëàãàåò óíèâåðñàëüíûé ðåöåïò èõ îôîðìëåíèÿ. Åäèíñòâåííûì

îáùèì ïðèíöèïîì, êîòîðûì äîëæåí ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ àâòîð, ñîñòîèò â òîì, ëèòåðàòóðíàÿ

ññûëêà äîëæíà îôîðìëÿòüñÿ òàê, ÷òîáû ÷èòàòåëü èìåë ìàêñèìàëüíî òî÷íóþ èíôîðìàöèþ î

òîì, êàê íàéòè è îçíàêîìèòüñÿ ñ íàó÷íûì ðåçóëüòàòîì, íà êîòîðûé îïèðàåòñÿ åãî ðàáîòà.

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå îáùåãî ðåöåïòà îôîðìëåíèÿ ñïèñêà, ðåäàêöèÿ òðåáóåò ñîáëþäåíèå

ñòðîãèõ ïðàâèë îôîðìëåíèÿ ññûëîê íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè äâóõ òèïîâ, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè. Ýòî êàñàåòñÿ ñòàòåé â ðåãóëÿðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ
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(â æóðíàëàõ) è êíèã (ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ). Ïðèíÿòûå â æóðíàëå ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ óêàçàííûõ äâóõ òèïîâ äåìîíñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè:

Æóðíàëüíûå ñòàòüè �

\item Öåãåëüíèê Â.Â. Ãàìèëüòîíèàíû, àññîöèèðîâàííûå ñ òðåòüèì è ïÿòûì óðàâíåíèÿìè

Ïåíëåâå~// Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà.~-- 2010.~-- 162;1.~-- C.69-74.

\item Demidov A.S., Kochurov A.S., Popov A.Yu. To the problem of the recovery of

non-linearities in equations of mathematical physics~// Journal of Mathematical

Sciences.~-- 2009.~-- 163;1.~-- P.46-77.

Êíèãè (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîòîìíûå èçäàíèÿ) �

Ðûòîâ~Ñ.Ì., Êëÿöêèí Þ.À., Òàòàðñêèé~Â.È. Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèîôèçèêó~/

Ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ò.2~/ Ì.: Íàóêà, 1978.~-- 464~c.

(åñëè èçäàíèå îäíîòîìíîå, òî ïîçèöèÿ ìåæäó äâóìÿ ñëýø-÷åðòî÷êàìè ñòàíîâèòñÿ íåíóæíîé

è, ïîýòîìó èñ÷åçàåò).

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî:

1) äîëæíû áûòü óêàçàíû ïîëíûå íàçâàíèÿ æóðíàëüíûõ ñòàòåé, à òàêæå óêàçàíû íå òîëüêî

íà÷àëüíûå ñòðàíèöû ýòèõ ñòàòåé, íî îáÿçàòåëüíî òàêæå è êîíå÷íûå;

2) ïðè óêàçàíèè æóðíàëüíûõ ñòàòåé ïîñëå ãîäà èçäàíèÿ ñòîèò íîìåð (îáÿçàòåëüíî àðàáñêè-

ìè öèôðàìè) òîìà æóðíàëà (åñëè îí èìååòñÿ) è ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé ñòîèò äîïîëíèòåëüíàÿ

èíôîðìàöèÿ (íîìåð âíóòðè òîìà, â ÷àñòíîñòè, íîìåð âûïóñêà è ò.ä.); ïðè ýòîì íîìåð òîìà

ìîæåò èìåòü ñëîæíîå íà÷åðòàíèå è íå âûðàæàòüñÿ òîëüêî îäíèì ÷èñëîì;

3) íàçâàíèå æóðíàëà íóæíî äàâàòü ïîëíîñòüþ áåç ñîêðàùåíèé;

4) êàæäàÿ èç êíèã â ñïèñêå öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü äàíà ñ

óêàçàíèåì ïîëíîãî ÷èñëà ñòðàíèö.

Ïðè íåñîáëþäåíèè îïèñàííûõ ïðàâèë îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ðàáîòà áóäåò

âîçâðàùåíà àâòîðó(àì) íà äîðàáîòêó .


